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Resumen

El método usual de resolucion de ecuaciones diferenciales exactas (EDE) consiste en la
construccién de la funcion potencial asociada a campos vectoriales conservativos (CVC).
En los Profesorados en Matematica y en Fisica®, este procedimiento es objeto de estudio en
Anadlisis I1l. Sin embargo en Analisis 1V, ante la presentacion de las EDE en relacién al
diferencial de una funcidn desconocida F(x,y), se observd que si bien los estudiantes
vincularon esa situacién a CVC, no lograron establecer las conexiones necesarias entre el
marco vectorial y el escalar, que conducen al procedimiento de resolucién. A fin de superar
las dificultades detectadas, considerando al enfoque ontosemidtico como marco teérico, se
disefid e implementd una propuesta didactica de la que se da cuenta en este trabajo.
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Abstract

The usual method of solving exact differential equations (EDE) consists of the construction
of the potential function associated with conservative vector fields (CVC). In Mathematics
and Physics teaching training Colleges, this procedure is being studied in Analysis IlI.
However in Analysis 1V, before the presentation of the EDE in relation to the differential
of an unknown function F (x, y), it was observed that although students linked the situation
to CVC, failed to establish the necessary connections between the vector framework and
the scaling, leading to resolution procedure. In order to overcome the difficulties
encountered, considering the ontosemiotic approach as a theoretical framework, an
educational proposal was designed and implemented which is shown in this work.

Keywords: Exact Equations, Conservative Fields, EOS.
1. Introduccién

En investigaciones anteriores se logrd un acercamiento a la problematica de la ensefianza y
el aprendizaje de las Ecuaciones Diferenciales (ED). El interés estuvo puesto en determinar
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en qué medida los conocimientos previos de los alumnos funcionan como andamiaje para el
estudio de ED para luego, con esta informacion, generar nuevas estrategias de ensefianza
que permitan un abordaje en que, ademés de las técnicas de resolucion, tenga sentido el
modelo matematico que representa la ecuacion. Es decir, se pretendid incorporar al
tratamiento de las ED, la interpretacion del fendémeno modelizado (contexto
extramatematico) o bien la extraccion de informacion de la ED acerca de la funcion
incognita (contexto intramatematico). Asi, en clases de Andlisis IV, se atendi6 al proceso
de resolucion de EDE, dado gue consiste en un procedimiento conocido por los estudiantes
en relacién a los CVC. A partir de la observacién de préacticas aulicas, que intentaban
relacionar el método de resolucion de las EDE con la construccion de la funcion potencial
de un CVC, se detectaron dificultades en conciliar el marco escalar utilizado para las ED y
el marco vectorial en que aplicaban el procedimiento conocido.

Se describen las acciones llevadas adelante en la busqueda, disefio e implementacion de una
propuesta didactica que permite identificar y presentar aquellos conceptos, significados y/o
procesos que favorecen la conexion entre CVC y EDE a propdsito del abordaje de estas
ultimas. Las acciones estuvieron orientadas por el Enfoque Ontosemiético (EOS) propuesto
por Godino y sus colaboradores (Godino, 2003).

2. Lineamientos Tedricos

La comprension del significado de un objeto matematico tiene lugar cuando el sujeto es
capaz de reconocer problemas, procedimientos, argumentaciones, propiedades y
representaciones caracteristicas de éste, como también su relacion con los deméas objetos
matematicos que forman parte del campo de problemas asociado (Godino, 2003).
Las herramientas tedricas que provee el EOS se desarrollaron en diferentes etapas. Pochulu
(2012) las presenta reunidas en tres grupos: Teoria de Significados Sistémicos, Teoria de
Funciones Semidticas y Teoria de Configuraciones Didacticas. En este documento, por
razones de espacio, se consideraran principalmente los aportes realizados desde la Teoria de
Significados Sistémicos. En el futuro se espera ampliar el analisis considerando los aportes
realizados desde las otras dos etapas. Al respecto, sefiala:

“La teoria de los Significados Sistémicos se elabor6 a partir de presupuestos

antropoldgicos y pragmatistas para el conocimiento matematico, donde el

significado de un objeto (conceptual) es entendido a través de un sistema de

practicas (matematicas) que un sujeto (persona o institucion) pone en juego y no

solo por su definicion o concepto asociado al mismo” (Pochulu, 2012, p. 66).
El EOS reconceptualiza algunos constructos basicos como las nociones de objeto
matematico, significado y comprension, ademéas de las interrelaciones entre éstas. Toma
como nocién primitiva la de situacion-problema y da definiciones para conceptos tedricos
como préactica, objeto, significado. Para éstos se diferencian dos dimensiones
interdependientes: personales e institucionales. Por otra parte, asigna un rol central al
lenguaje, a los procesos de comunicacion e interpretacion y a la multiplicidad de objetos
intervinientes en la clase de Matematica. Se entiende por préctica a toda actuacion o
expresion (lingtistica 0 no) que un sujeto realiza cuando resuelve problemas matematicos,
comunica a otros la solucién que ha obtenido, la valida y la generaliza a otros contextos y
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problemas. Un objeto matematico es entendido como el emergente de determinado tipo de
practicas operativas y discursivas que una persona o institucion realiza para resolver una
cierta clase de problemas en las que dicho objeto interviene (Godino y Batanero, 1994). El
significado de un objeto matematico no se puede reducir a su mera definicion matematica,
sino que es consecuencia de las practicas que se realizan con él. Los significados pueden
ser diferenciados en significados institucionales y personales.

Cuando un profesor planifica un proceso de instruccion para un grupo de estudiantes
empieza por delimitar lo que dicho objeto es para las instituciones matematicas y
didacticas. Recurriré a los textos matematicos, a las orientaciones curriculares y, en general,
a lo que los “expertos” consideran que son las practicas operativas y discursivas vinculadas
al objeto en que se focaliza la instruccion. Usara ademas sus conocimientos personales que
previamente ha adquirido. Con todo ello, construira un sistema de practicas que el EOS
designa como significado institucional de referencia del objeto. A partir de éste, selecciona,
ordena y delimita la parte especifica que propondra a los estudiantes, considerando los
conocimientos previos de éstos, el tiempo y los medios instruccionales disponibles. Este
sistema de practicas planificadas conforma el significado institucional pretendido.

Al desarrollar la clase se realizan nuevos ajustes, pueden existir diferencias entre lo que se
pretendia y lo que efectivamente ocurrié en el aula. Este conjunto de practicas que tuvieron
lugar en la clase de Matematica constituye el significado institucional implementado. Por
ualtimo, las respuestas a una coleccion de tareas o cuestiones que se consideran en pruebas
de evaluacion conforman una muestra del significado institucional evaluado.

Por otra parte, si se tiene en cuenta a los alumnos, se puede considerar la totalidad de
practicas personales que son capaces de manifestar potencialmente sobre un objeto
matematico, lo que ofreceria una muestra del significado personal global que cada uno de
ellos tiene. Al encarar el estudio de un determinado objeto matematico, los alumnos
exteriorizaran, a través de un conjunto de practicas efectivamente expresadas en las
evaluaciones y actividades de clase (sean éstas correctas o incorrectas), el significado que le
confieren al mismo. Esto se identifica como el significado personal declarado. Por ultimo,
si se analiza el cambio operado en los significados personales que tuvieron lugar al inicio
del proceso con el que finalmente alcanzaron, se estarian reconociendo un conjunto de
practicas manifestadas que guardan relacion con la pauta institucional establecida, lo que
constituye el significado personal logrado (Godino, 2003).

De los sistemas de practicas matematicas emergen nuevos objetos que provienen de las
mismas. Teniendo en cuenta la faceta institucional y personal que poseen los significados,
también se puede hablar de “objetos institucionales”, cuando los sistemas de practicas son
compartidos en una institucion, o de “objetos personales” si corresponden a un sujeto.

Por otra parte, a fin de que resulten funcionales para el andlisis de datos en una
investigacion, los objetos matematicos se descomponen en entidades primarias: situaciones
problema, lenguaje, conceptos-definicion, proposiciones, procedimientos y argumentos.
Los sistemas de précticas y las configuraciones® se proponen como herramientas tedricas
para describir los conocimientos matematicos (personales e institucionales) y para explicar

? La Teorfa de Configuraciones Didacticas, junto a la Teoria de las Funciones Semidticas, corresponden a las otras dos
etapas sefialadas por Pochulu (2012) y que no se abordan en este trabajo.
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conflictos semidticos. Se entiende como conflicto semidtico a cualquier disparidad entre los
significados atribuidos a una expresion por dos sujetos en interaccion, que pueden ser
fuentes de problemas en el aprendizaje. Estos pueden ser reconocidos segin la siguiente
tipologia: representacionales (confusiones terminoldgicas), conceptuales (falta de
discriminacion entre conceptos), de atribucion de propiedades (generalizacion excesiva y
atribucion de propiedades a objetos que no las tienen), procedimentales (el procedimiento
falla 0 es inadecuado en cierta situacion) y argumentativos (cuando faltan argumentos, no
se interpreta un argumento 0 no Se reconoce un error en una argumentacion) (Batanero,
Diaz y Mayén, 1999).

3. Andlisis, discusién e implementacion de la propuesta

Se narran las acciones que permitieron delimitar el significado institucional de referencia,
conformado por la descripcion del sistema de préacticas, realizado durante el abordaje
“experto” de la situacion disefiada para que emerjan las relaciones entre CVC y EDE. Las
autoras de este documento, han estudiado las relaciones entre EDE con otros conceptos
como CVC, integrales de linea, funciones definidas en forma implicita® y curvas de nivel,
afin de contar con un bosquejo del campo de problemas asociado. Esto se hizo a partir de la
lectura de varios libros de texto y la resolucion de los ejercicios y problemas presentes en
ellos. En general, se observo que los ejercicios propuestos en los libros se reducen a la
aplicacion de técnicas facilmente mecanizables y que no requieren la vinculacion entre
ambos tdpicos. Esto permitio la identificacion de los problemas que vinculan las teorias de
CVC y de EDE. Se detecté como un eventual obstaculo conciliar la conexion entre el
marco vectorial y el escalar: construir las relaciones necesarias para utilizar en el campo
escalar aquellos procedimientos aprendidos en el vectorial, resultaria poco evidente para el
alumno, sin una situacion adecuada que medie en ese proceso.

1) Las curvas de nivel de una funcién z = zI:x: :l.';:l estin caracterizadas porla ecuacion diferencial y de+xdy =0,
mientras quelas comrespondientes a una funciénu= uI:x: ), desconocida, resultan curvas ortogonales a las anteriores.
Bepresentar graficamente en el plano xy la situacion descripta antenommente, considerando el punto A=(2.1) como
punto de corte de un par de curvas ortogonales. Reconocer las fimeiones = v & asociadas.

2) Comprueba de dos maneras diferentes que las curvas representadas en el item (1) son ortogonales. ;Se podria
detenminar cual de las funciones, z o u, aumentara mas 31 se desplaza desde el punto A 3 otra curva de mivel seginla
direccion ortogonal a la comrespondiente curva de nivel en A?

3) Encontrar la expresion de la familia de curvas de nivel de z cuando estan definidas por la siguiente ED:
- _}'53(+|:;L'l— x}djl' =0.

4) Lasfunciones escalarestrabajadas, ;estdn asociadas a campos vectoriales conservativos? j qué implicancia tendria
si fuera asi?

Fig. 1. Propuesta presentada a los estudiantes

En la delimitacion del significado institucional pretendido se han realizado los recortes,
considerados necesarios, para lograr la emergencia del procedimiento de construccion de la
funcion potencial en el contexto escalar de resolucion de una EDE, procedimiento conocido
por los estudiantes pero en el contexto vectorial. Se han reformulado consignas presentes
en la bibliografia analizada, derivandose la propuesta de trabajo expuesta en la figura 1.

* Es importante retomar los aspectos vinculados con el teorema de funcién implicita para funciones de varias variables
dado que el método analitico para resolver EDE provee una familia de soluciones en las que y se define como una funcién
implicita de x (solamente en algunos casos se puede obtener una expresion explicita para y).
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En lo que resta del trabajo, la discusion se circunscribira a las dos primeras consignas.
Como parte del analisis preliminar, con el fin de demarcar el significado institucional
pretendido, se analizaron los posibles procedimientos de resolucion de los alumnos. Este
analisis también sirvio para tener un bosquejo de los significados personales globales de los
estudiantes, dado que incluye todas las practicas que potencialmente pueden realizar éstos.
En este sentido, para la consigna N°1 se esperaba que los alumnos trabajen con ED en
forma explicita, y la reescriban como y’'=-y/Xx, separen variables (método estudiado en

clases previas) para obtener una solucién explicita y=C/x. Luego, inducidos por la
consigna, expresen la solucion como xy =C Y la reconozcan como el conjunto de curvas

de nivel de la funcion z(x, y)= Xy . Se anticipd que, probablemente, esta correspondencia

no fuera inmediata, dado que los objetos involucrados estan en diferentes entornos: los
métodos de resolucion de ED vy el andlisis de funciones de dos variables a través de sus
curvas de nivel. Para obtener las curvas de nivel de la funcion u, se esperaba que
reformulen la expresion explicita de la ED anterior en funcion de la relacion entre

direcciones ortogonales, es decir, que trabajaran con la ED y'=x/y, para obtener la
2 2
solucion %:X?Jrc. También se pensO posible que surja otro procedimiento para la

determinacion de las curvas ortogonales, que tiene en cuenta que el gradiente de z=xy es
perpendicular a las curvas de nivel xy=C, asi un vector perpendicular a éste resultaria
tangente a xy =C v, si se cumplen las condiciones del problema, seria ortogonal a alguna
curva de nivel de la superficie u. Bajo esta linea se tiene que
Vz=(y,x)=Vu=(-x,y) o Vu=(x,—y). Estableciendo las siguientes relaciones

2 2
u,=X,Uu,=-y, se puede hallar la funcion u(x, y):y?—x? con el método usual para

X

encontrar funciones potenciales, y a partir de ésta las curvas de nivel correspondientes.
Luego, podrian considerar el punto A=(2,1) como interseccion de un par de curvas

ortogonales, sustituyendo x = 2 e y =1 en las soluciones obtenidas, lo cual conduce a la
2 2

. - y© x° 3 -

curva de nivel xy =2 para la superficiezy a la curva? =— 5 para la superficie u.

En la segunda consigna, se pide que demuestren la ortogonalidad de dos maneras diferentes
para inducir a los estudiantes a que relacionen las formas explicitas de las dos ED, evallen
las derivadas en (2,1) y comprueben que se verifica la relacion de perpendicularidad. Esta
forma deberia considerarse equivalente a la relacion que mantienen las rectas tangentes a
cada curva en A. Como la idea es que logren relacionar el problema de buscar la solucion
de una ED con el método de determinacion de la funcién potencial de un CVC, se intenta
sacarlos del contexto escalar. La otra opcion seria recurrir a la mirada vectorial, extraer los
vectores tangentes a cada curva y comprobar que el producto escalar es cero. También
podrian tomar como referencia los gradientes de z y u en el punto A. Esta Gltima los acerca
mas a reconocer el gradiente de la funcion involucrada en la ED, dada en forma diferencial.
El andlisis que sigue presenta un esbozo de lo que corresponde al significado institucional
implementado. También permite un acercamiento al significado personal logrado.
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En este documento, por razones de espacio, no se analiza el significado institucional
evaluado.

Para la primera consigna, todos los grupos (cinco en total), siguen un procedimiento
similar: escriben la ED en su forma y'= f(x,y), usan separacion de variables y luego
escriben la solucién en forma explicita (presentdndose algunas dificultades en esto).
Reemplazan las coordenadas del punto dado en la consigna para hallar la solucion
particular que verifica esa condicion (solo uno solo de los grupos halla una familia de
soluciones sin hallar la solucion particular). Plantean entonces que la solucién hallada
xy=cson las curvas de nivel de z(x, y) y concluyen que la expresion de ésta es

z(x,y)=xy . Proceden a hallar u(x,y), utilizando lo dicho en el enunciado de la consigna,
esto es, que las curvas de nivel deu(x, y) son ortogonales a las de z(x,y), y escriben:
y'=—y/x es la “pendiente de la funcionz(x,y)”, entoncesy’ =x/y es la “pendiente
de u(x, y) ”, recurriendo a la relacion de ortogonalidad en términos de pendientes vista en
materias anteriores. Resuelven esta ED y siguen un proceso similar al usado antes con z.

Cabe aclarar que se observa cierto grado de confusion en relacion a esto, puesto que z(x, y)

es una funcién cuya representacion gréfica es una superficie en R® y por tanto, no tiene
sentido hablar de pendiente de una superficie, ya que segun la direccion en que se avance
sobre la misma habra diferentes pendientes. Sin embargo, el cociente y'=-y/x si

representa la pendiente de las curvas de nivel de dicha funcion, cuya representacion grafica
son curvas en R?, esto es en el dominio de la funcién.

En las producciones analizadas se evidencia que si bien los alumnos usan conceptos-
definiciones, proposiciones, procedimientos, argumentos (objetos primarios), se observa
cierto grado de confusién en lo que respecta al lenguaje. Es muy posible que las
dificultades de los estudiantes para exteriorizar sus significados personales a través de la
terminologia y simbologia vinculadas a la tematica, es lo que origina el conflicto semiotico
de atribuir propiedades a un concepto, hecho manifestado en las respuestas anteriores.
Aquellos alumnos que encuentran solamente la solucion general de la ED, que caracteriza
las familias de curvas de nivel de la superficie z (luego las de u), ain cuando encuentran
dos familias de curvas ortogonales, no estan individualizando cuéles son las curvas que
conforman el par de curvas ortogonales en el punto dado. Cabe aclarar que las funciones
qgue conforman una misma familia de curvas son paralelas entre si, esto implica que si
tomamos una cualquiera de ellas serd perpendicular a todas las curvas que conforman las
soluciones de la otra ED (lo que cambia es el punto en donde se da la ortogonalidad). Los
trabajos analizados no reflejan que los alumnos tengan claro que la ortogonalidad entre
curvas esta relacionada con las nociones de ortogonalidad de rectas y vectores y entre
vectores. No se tiene certeza de que esta actividad haya contribuido a poner en evidencia
esa relacion, o afianzarla en caso de que ya estuviera incorporada. Habria que combinar
este instrumento de recogida de informacion con algun otro.

También pudo detectarse que en dos de los grupos, si bien usan en forma correcta el
método de separacion de variables, cuando quieren obtener la solucion en su forma
explicita, cometen errores en la manipulacion de los logaritmos. Estas dificultades,
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siguiendo con la tipificacién de Batanero, Diaz y Mayén (1999), pueden ser englobadas
como conflictos procedimentales. En la fig. 2 se expone una de tales resoluciones:

dy_ vy dy_&

= —Iny=Inx+k = -—-y=x+k
dx X -y X

Fig.2 Conflictos procedimentales

Con respecto a la consigna N° 2, en lineas generales, hallaron el gradiente de z y el de u y
verificaron la ortogonalidad de los dos vectores. En cuatro de los grupos se responde al
segundo interrogante, determinando qué funcion tiene un crecimiento mayor a partir de la
comparacion de los mddulos de los gradientes. Cabe realizar una aclaracion, cuando se
realizo el andlisis a priori de las actividades, no se tuvo en cuenta que, para la funcion u(x,y)
se podrian obtener diferentes expresiones de acuerdo a cdmo se considere a la constante de
integracion, y por ende, diferentes vectores gradiente, que resultan paralelos.
Independientemente de ello, las familias de curvas obtenidas resuelven la ED, s6lo que los
vectores gradientes no son idénticos. Los grupos que obtuvieron diferentes expresiones para
las curvas de nivel de u(x,y) proporcionaron diferentes respuestas al interrogante que
involucra el célculo del moédulo del gradiente, todas correctas. Resta, como equipo de
investigacion, analizar en qué medida esta diversidad de respuestas resulta provechosa y en
caso de ser necesario, realizar las eventuales modificaciones que permiten direccionar el
trabajo de los alumnos hacia lo esperado en el momento del disefio de la actividad.

4. Reflexiones

La experiencia realizada dejo resultados positivos tanto a los docentes como a los
estudiantes, dado que no sélo funcioné como una forma de motivacion extrinseca, sino que
les permitié compartir con sus pares apreciaciones, formular conjeturas, escuchar y validar
otras explicitadas por sus comparieros, recurrir a diferentes estrategias de abordaje del
problema y resignificar aquellos objetos matematicos conocidos. En cierta forma, se
cumplieron los objetivos propuestos en funcion al anélisis a priori. Se ha detectado que los
estudiantes tienen disponibles los conceptos involucrados, pero el vinculo entre ellos no
resulta inmediato, es tarea de los docentes generar las situaciones que los promuevan.
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