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Resumen

La introduccion del céalculo en la ensefianza de las ciencias, en especial en las
matematicas, ha presentado a lo largo de la historia numerosos desafios en cuanto a su
ensefianza y su aprendizaje. Son muchas las investigaciones en el campo de la didactica
de la matematica que dan cuenta de la complejidad del tema, y en especial del concepto
de la diferencial ya que se presenta como un concepto polisémico, con multiplicidad de
significados (como en fisica y matematicas) y por su relacién con diferentes conceptos
claves del calculo que también presentan grandes dificultades en los procesos educativos

(como limite, derivadas, integrales, etc.).

Esta complejidad plantea importantes problemas educativos, para estudiantes y
profesores, en los niveles de educacion secundaria y universitaria. Desde esta perspectiva,
nos cuestionamos sobre los significados del concepto de diferencial de una funcién y sus

implicancias para la formacion de profesores de matematicas.

En esta tesis doctoral se abordan dos grandes estudios. En un primer momento, se lleva a
cabo un estudio tedrico con el objetivo general de establecer un modelo ontosemiético de
referencia de los diversos significados del concepto de diferencial. La metodologia
empleada es cualitativa—descriptiva e historica, basada en un estudio historico-
epistemoldgico que rastrea el origen y la evolucion del concepto identificando las
situaciones-problemas y practicas matematicas en las que interviene la diferencial. El
analisis de los datos se fundamenta en el Enfoque Ontosemidtico del conocimiento y la

instruccion matematicos (EOS).

Teniendo en cuenta los resultados de las investigaciones en torno al estudio del
diferencial, en un segundo momento se aborda el disefio, la implementacion y la
valoracion de acciones formativas con el objetivo general de analizar y promover el
desarrollo de conocimientos y competencias didactico-matematicas en futuros profesores
de matematicas. EI problema de investigacion se sustenta en el Modelo de Conocimientos
y Competencias Didactico-Matematicos del profesor de matematica, desarrollado en el
marco del EOS, que incluye la descripcion de 5 sub-competencias especificas del profesor

de matematicas.

En particular, se pone énfasis en dos de estas sub-competencias. En primer lugar, en el
desarrollo de la competencia de analisis ontosemidtico, entendiéndola como la

competencia para identificar la variedad de objetos y significados involucrados en la



resolucidn de tareas matematicas en torno al estudio del diferencial; en segundo lugar, se
focaliza en el desarrollo de la competencia de analisis y valoracién de la idoneidad
didactica. La recogida de informacion se basa en el andlisis de las anotaciones del
profesor-investigador, los didlogos en las clases, las grabaciones en audio y las

producciones escritas.

Los resultados muestran un gran avance en el desarrollo de estas competencias en los
futuros profesores involucrados. A partir de unas secuencias de acciones formativas han
logrado identificar préacticas, objetos y procesos matematicos en forma experta y
apropiarse de herramientas para el analisis detallado de la actividad matematica; han
logrado reconocer potenciales conflictos epistémicos y cognitivos; han logrado valorar

adecuadamente la idoneidad didactica de diferentes propuestas de ensefianza.

En conclusion, esta investigacion resalta la necesidad de promover y profundizar el
estudio y desarrollo de nuevas experiencias formativas en relacion con los procesos de
ensefianza y aprendizaje de la diferencial en la formacion de futuros profesores de

matematicas.

Palabras clave: diferencial, conocimientos didactico-matematicos, competencias

profesionales, formacion de profesores de matematicas



Abstract

The introduction of calculus into science education, especially in mathematics, has posed
numerous challenges throughout history in terms of teaching and learning. Many studies
in the field of mathematics education have highlighted the complexity of the subject,
particularly the concept of differential, as it is a polysemic concept with multiple
meanings (in physics and mathematics) and due to its connection with other key calculus
concepts that also present significant challenges in educational processes (such as limits,

derivatives, integrals, etc.).

This complexity raises significant educational issues for both students and teachers at the
secondary and university levels. From this perspective, we explore the meanings of the
concept of differential in a function and its implications for the mathematics teacher

education.

This doctoral thesis addresses two major studies. First, a theoretical study is conducted
with the overall objective of establishing an onto-semiotic reference model for the various
meanings of the concept of differential. The methodology employed is qualitative-
descriptive and historical, rooted in a historical-epistemological investigation that traces
the origin and development of this concept. It involves identifying problematic scenarios
and mathematical practices related to various facets of the concept of differentials. The
data analysis framework is firmly grounded in the Onto-semiotic Approach to
Mathematical Knowledge and Instruction (OSA).

Taking into account the results of research on the study of differentials, the second phase
involves the design, implementation, and evaluation of training actions with the general
objective of analyzing and promoting the development of didactic-mathematical
knowledge and competencies in future mathematics teachers. The research problem is
based on the Model of Didactic-Mathematical Knowledge and Competences of the
mathematics teacher developed within the framework of OSA, which includes the

description of five specific professional sub-competencies.

This research focuses on two of these sub-competencies. Firstly, the development of the
onto-semiotic analysis competence, understood as the competence to identify the variety
of objects and meanings involved in solving mathematical tasks related to the study of

the differential. Secondly, the focus is on the development of the competence to analyze



and assess didactic suitability. Data collection is based on the analysis of the researcher's

annotations, classroom dialogues, audio recordings, and written productions.

The results demonstrate significant progress in the development of these competencies in
the future teachers involved. Through sequences of training actions, they have
successfully identified mathematical practices, objects, and processes in an expert manner
and have acquired tools for the detailed analysis of mathematical activity. They have also
recognized potential epistemic and cognitive conflicts and have effectively assessed the

didactic suitability of different teaching proposals.

In conclusion, this research underscores the need to promote and deepen the study and
development of new training experiences related to the teaching and learning processes

of differentials in the training of future mathematics teachers.

Keywords: differential, didactic-mathematical knowledge, professional competences,

mathematics teacher education.
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Introduccion General

Como profesor de la catedra de Andlisis Matematico siempre me he preguntado
¢qué es la diferencial de una funcién? Si bien a partir de mi formacién y revision de los
libros de texto de calculo, considero que es posible encontrar varias definiciones y
explicaciones sobre este concepto, las mismas no logran dar respuesta satisfactoria a mi
interrogante. Esto se debe a que, al trabajar este concepto con los futuros profesores de
matematicas (FPM), surgen muchas dudas e interrogantes, donde las explicaciones y
justificaciones formales de la matematica no son suficientes para lograr comprender y
entender qué es la diferencial, en qué contextos tiene sentido su uso y cuales son los
conocimientos didactico-matematicos que se deberian tener en cuenta para potenciar su

ensefianza y aprendizaje, en particular en la formacion de profesores de matematicas.

Esta inquietud se materializ6 en una linea de investigacién que ha comenzado con
la tesis de maestria en la Universidad de Granada, bajo la direccién del Dr. Juan Diaz
Godino, y que se ha ampliado con la realizacion de esta tesis doctoral en la Universidad
Nacional de Misiones.

En esta introduccién general de la memoria de tesis doctoral describo de manera

sucinta las cuestiones de la investigacion que se abordan y la organizacion de la misma.

Frente a las inquietudes planteadas, existen varios modelos parciales de los
significados de la diferencial, clasificados segun criterios, como los usos que le otorgan
los estudiantes en el contexto de la matematica, fisica, ingenieria y las ciencias
experimentales de diferentes carreras, pero en general, estos modelos no logran describir,
explicar y articular la complejidad ontologica y semiética que emerge de los significados
de la diferencial. Por tales motivos, en esta investigacion se plantea realizar un estudio
historico epistemoldgico del origen y evolucién del concepto diferencial, y ademas, se
construye un modelo ontosemiotico de referencia de los significados parciales de la

diferencial.

Con el modelo ontosemidtico de los significados de la diferencial, se logro
responder algunas inquietudes, pero no fue suficiente ya que en los procesos de ensefianza
y aprendizaje de las matematicas no solo interviene la faceta epistémica, sino que entra
en un juego de interaccién con conocimientos didactico-matematicos de las facetas
cognitiva, afectiva, interaccional, mediacional y ecologica, los cuales conforman una red

de conocimientos que los profesores deberian tener en cuenta para proponer y desarrollar
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propuestas didacticas idoneas con la finalidad de potenciar los aprendizajes de los
estudiantes.

Luego surge una nueva inquietud vinculada a la formacion de profesores de
matematicas, donde se plantea ¢;qué competencias y conocimientos didactico-
matematicos deberian desarrollar los FPM para optimizar los procesos de instruccion de
la diferencial?, frente a este interrogante se disefia, implementa y evalGa dos ciclos
formativos con los FPM en relacion con la competencia de analisis e intervencién

didactica de los profesores de matematicas (Godino, Giacomone, Batanero y Font, 2017).

El plan de investigacion contempla, en primer lugar, la descripcion y
caracterizacion de los significados parciales de la diferencial, desde una perspectiva
epistémica construyendo un modelo ontosemidético de significados. En segundo lugar, se
amplia el modelo incorporando los conocimientos didactico-matematicos de los procesos
de estudio de la diferencial en sus facetas epistémica, cognitiva, afectiva, interaccional,
mediacional y ecoldgica. En tercer lugar, se aborda el disefio, implementacion y
evaluacion de dos ciclos de formacion con experiencias formativas que propician el
crecimiento profesional de los FPM vy el desarrollo de conocimientos y competencias en

la formacion inicial de profesores con relacién a la diferencial.

El interés y la relevancia de la problematica planteada se justifica por la
importancia de estudiar el concepto diferencial y sus conexiones con otros conceptos
centrales del calculo como las derivadas, integrales y ecuaciones diferenciales. Ademas,
este concepto se encuentra en la mayoria de los disefios curriculares de diversas carreras,
ya que se destaca su amplia gama de usos y contextos de aplicacion, principalmente en
los procesos de modelizacion de diversos fendmenos de cambio, variacion y
acumulacion. En este sentido, se considera que es necesario investigar estrategias
formativas idoneas que promuevan el desarrollo de competencias y conocimientos

didactico-matematicos de los procesos de ensefianza y aprendizaje sobre la diferencial.

El marco tedrico que sustenta esta investigacion es el Enfoque Ontosemiético
(EOS) del conocimiento y la instruccion matemaéticos (Godino, Batanero y Font, 2007;
2020). Se aplica, por una parte, la metodologia de andlisis de contenido de los resultados
de investigaciones claves para caracterizar los significados parciales de la diferencial y
los conocimientos didactico-matematicos de los procesos de estudio de este concepto,

aplicando las herramientas del analisis ontosemidtico y analisis de las facetas de la
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idoneidad didactica (Godino, Batanero y Burgos, 2023). Estas herramientas se aplican
también para el anlisis de las producciones de las respuestas de los FPM que participan

de los ciclos de formacion.

Dentro de este marco teorico, se ha elaborado un modelo de categorias de
conocimientos y competencias del profesor de matematicas (Godino, Giacomone,
Batanero y Font, 2017) (modelo CCDM) que nos permite reflexionar sobre la formacion
de profesores de matematicas. Para desarrollar estas competencias y conocimientos, en el
EOS se aportan determinadas herramientas tedricas y metodoldgicas, dando lugar a una
competencia general de disefio e intervencion didactica, propia del profesor de
matematicas la que se compone de cinco sub-competencias. En particular, en esta
investigacion se disefia, implementan y evallan dos ciclos formativos que promueven el
desarrollo de la competencia de analisis ontosemidtico y la competencia de analisis y
valoracion de la idoneidad didactica, donde se utiliza la metodologia de investigacion
basada en el disefio (Kelly, Lesh y Baek, 2008), en el sentido generalizado propuesto por
el EOS (Godino, Rivas, Arteaga, Lasa y Wilhelmi, 2014).

La tesis estd organizada en los siguientes capitulos:

En el Capitulo 1, se describen las investigaciones previas vinculadas al concepto
diferencial y a los procesos de ensefianza y aprendizaje de este concepto. Esta
informacion posibilita la formulacién del planteamiento del problema especifico de
investigacion, las preguntas y los objetivos.

En el Capitulo 2, se describe el marco teérico y metodolégico. En el marco tedrico
se presenta una sintesis de las principales nociones desarrolladas en el EOS, describiendo
su aplicacién en las diferentes fases de la investigacién; en la descripcién de la
metodologia se presenta el tipo de investigacion y profundiza en la metodologia, técnicas

e instrumentos aplicados en cada estudio y ciclo formacion.

En el Capitulo 3, se realiza una sintesis del estudio historico epistemoldgico sobre
el origen y evolucion del concepto diferencial de una funcion donde se identifican los
problemas y las practicas matematicas que permitieron el surgimiento y evolucion del

concepto diferencial junto con los objetos matematicos que intervienen en las mismas.

En el Capitulo 4, se presenta el modelo ontosemidtico de los significados parciales

de la diferencial a partir de abordar el problema de caracterizacion de los significados de
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referencia de este concepto, aplicando la nocién de significado pragmatico de un objeto
matematico que propone el EOS. La informacion incluida en el capitulo se corresponde

con el articulo publicado en la revista Revemop:

Verén, M. A. y Giacomone, B. (2021). Analise dos significados do conceito de
diferencial de uma perspectiva ontosemiotica. Revemop, 3, €2021009.
https://doi.org/10.33532/revemop.e202109

En el Capitulo 5, se presentan los conocimientos didactico-matematicos de los
procesos de estudio de la diferencial que permitieron la construccion de la Guia de
Valoracion de la Idoneidad Didactica de la diferencial (GVID-Diferencial). La
informacion incluida en el capitulo se corresponde con el articulo publicado en la revista

Uniciencia:

Verén, M. A., Giacomone, B. y Pino-Fan, L. R. (2023). Guia de valoracion de la
idoneidad didactica de un proceso de estudio del diferencial. Uniciencia (en

prensa).

En el Capitulo 6, se describe el analisis y valoracion de los conocimientos
didactico-matematicos de una leccion de un libro de texto de calculo aplicando la GVID-

Diferencial.

En el Capitulo 7, se presenta el disefio, implementacién y evaluacién del primer
ciclo formativo orientado al desarrollo de la competencia de anélisis ontosemidético de los

FPM. También se comparten las conclusiones de este estudio.

En el Capitulo 8, se presenta el disefio, implementacion y evaluacion del segundo
ciclo formativo orientado al desarrollo de la competencia de analisis y valoracion de la

idoneidad didactica de los FPM. También se comparten las conclusiones de este estudio.

En el Capitulo 9, se presenta una sintesis de los resultados de la investigacion
realizada segun los objetivos planteados en el Capitulo 1, asi como algunas cuestiones

abiertas para abordar en un futuro proyecto de investigacion.

La tesis finaliza con el listado de las fuentes bibliograficas referidas en los
diferentes capitulos de la tesis. En anexos se encuentran las tareas disefiadas e
implementadas en las intervenciones formativas con los futuros profesores de

matematicas.
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Capitulo 1: Antecedentes y Problema de Investigacion

1.1  Antecedentes y Justificacion

La introduccion del célculo en la ensefianza de las ciencias, en especial en las
matematicas, presento a lo largo de la historia muchos desafios en cuanto a su ensefianza
y su aprendizaje, generando diferentes dificultades y obstaculos, tanto para los profesores
como para los estudiantes, cuestion que se mantiene a lo largo del tiempo, principalmente

en el aprendizaje de los conceptos centrales del calculo infinitesimal.

El surgimiento del calculo en el siglo XV1I supuso un gran avance en las ciencias
y es considerado como "la herramienta teérica mas poderosa jamas construida por los
hombres a lo largo de la historia" (Rossi, 1997, p. 199), ya que permitié resolver una gran
cantidad de problemas. Pero su desarrollo no estuvo del todo acompafiado por la
compresion y el rigor que caracteriza a los textos matematicos, motivos que generaron
varias contradicciones y deficiencias entre sus conceptos (Martinez-Torregrosa et al.,
2002). Respecto a esta situacion Eves (1981) dice:

Atraidos por la potente aplicabilidad del asunto, careciendo de una verdadera
comprensién de los fundamentos sobre los que debe apoyarse, los matematicos
manipulaban los procesos analiticos de una manera casi ciega, a menudo guiados

por una ingenua intuicion de que lo que hacian debia ser valido. (p. 134)

A continuacion, presentamos brevemente diferentes investigaciones realizadas en
el area del célculo o analisis matematico que dan cuenta de la complejidad del tema, y en
especial del concepto de diferencial. Esta complejidad plantea importantes problemas
tanto para su ensefianza como su aprendizaje por parte de estudiantes y profesores, en los

niveles de educacidn secundaria y universitaria.

De las investigaciones analizadas en torno al diferencial, se pueden distinguir
diversos angulos desde donde se considerd este objeto de estudio. Los mas numerosos
son los que tratan sobre las dificultades en la ensefianza y en el aprendizaje, tanto en
estudiantes como en los profesores. En segundo lugar, en cantidad, encontramos muchas
investigaciones sobre la historia de las matematicas enfocadas en el calculo y en especial
en los infinitesimales. Como agregado a esta linea, mencionamos los que se ocupan del

impacto e implicancias de estos estudios de la historia del calculo en la ensefianza y
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aprendizaje del mismo. En tercer lugar, investigaciones que tienen como objeto de estudio
a los infinitesimales, y en especial al diferencial, desde una estudio historico—
epistemoldgico y algunos de ellos avanzan sobre la construccion de modelos
epistemoldgicos, enfoques, aproximaciones desde algunos marcos tedricos de la didactica

de la matematica.

En cuarto lugar, reflexionamos sobre los aportes tedricos y metodoldgicos de las
diferentes perspectivas de investigacion en la formacion de profesores de matematica a la
didactica del analisis matematico. Y, por ultimo, analizamos el impacto y las
implicaciones de los modelos de significados en la formacion de profesores de

matematica.

1.1.1 Investigaciones sobre los aspectos epistémicos, cognitivos e instruccionales en

la didactica del analisis matematico

Diversos estudios han mostrado que los estudiantes y profesores presentan
considerables deficiencias en los conceptos béasicos del calculo (Artigue, 1995; Ferrini-
Mundy y Gaudard, 1992; Orton, 1983; Tall, 1981b; 1992; Thompson, 1994). Como asi
también en el concepto de diferencial (Gomez, 2019; Martinez-Torregrosa et al., 2002;
Tall, 1981a). Las dificultades en torno al concepto de diferencial no son exclusivas de
matematicas, Sino que se extienden a otras ciencias, como fisica, quimica e ingenieria,
donde también hay estudios que reflejan esta problematica (Arcos, 2004; Artigue, et al.,
1990; Hu y Rebello, 2013; Lopez-Gay et al., 2015; Oldenburg, 2016).

Varias investigaciones plantean la necesidad de realizar un estudio histérico
epistemoldgico del concepto de diferencial por la complejidad del concepto y por los
diferentes significados con los cuales se presenta, resaltando el problema epistemolégico
de los significados del diferencial (Artigue, 1995; Cordero-Orosio, 1991; Garcia, 2018;
Gomez, 2019; Hu y Rebello, 2013; Pulido, 1997).

Las dificultades que presentan los estudiantes sobre el diferencial son del tipo
estructural, relacionado con el calculo algebraico por una presentacion donde predomina
los algoritmos, pero también conceptual, relacionado con la comprension del objeto
(Orton, 1983). Por otro lado, se plantea que las dificultades estan estrechamente
relacionadas con la forma en las cuales se presenta a los estudiantes, es decir, desde qué
significado (Gomez, 2019), lo que implica de manera directa los conceptos que son
empleados para definir al diferencial. En particular, se menciona que la presentacion por
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medio del concepto de limite, como aparece en la mayoria de los textos actuales del
calculo, genera mayores dificultades por la complejidad del objeto matematico limite
(Arcos, 2004; Oldenburg, 2016; Pulido, 1997).

Es importante tener en cuenta que el diferencial es un concepto polisémico
(Lbpez-Gay et al., 2015) porque tiene varios significados, funciones y usos diferentes en
matematicas, fisica, ingenieria y en las ciencias experimentales (Arcos, 2004; Oldenburg,
2016, Veron, 2020). En matematicas permite formalizar el céalculo independiente del
contexto fisico, mientras que en fisica tiene un uso productivo para varios conceptos ya
que permite el modelado de fenémenos, sin tener una preocupacion por el rigor en los
conceptos y justificaciones de los procedimientos. “El concepto de diferencial,
considerado como un incremento infinitesimal, fue de gran ayuda en la resolucion de

muchos problemas tanto matematicos como fisicos” (Badillo et al., 2005).

A pesar de su gran utilidad en matematicas y en las ciencias experimentales, suele
suceder que no es claro la finalidad con los cuales se emplean procedimientos que
involucran diferenciales en la resolucion de situaciones-problemas como lo evidencian
las investigaciones de Artigue et al. (1990), Hu y Rebello (2013), Martinez-Torregrosa et
al., (2002), entre otros.

La dificultad de una determinacion precisa del significado del diferencial no se
reduce solo a estudiantes y profesores, sino también a matematicos que se plantearon, en
diferentes momentos, acerca del mismo. Una muestra de ello se encuentra en el

comentario de Freudenthal en 1973:

Diferenciales inutiles pueden ser despedidas de inmediato. Si dy, dx aparecen s6lo
en la combinacion dy/dx o bajo el signo integral después del integrando, la
pregunta sobre qué significan individualmente dx, dy es equivalente a preguntarse

qué significan las letras I, 0, g, en log. (p. 550)

Ademas, existen varias investigaciones como las de Artigue et al. (1990) Lopez-
Gay (2001), Oldenburg (2016), Pulido (1997), que muestran como conviven y generan
diferentes conflictos en estudiantes y profesores, en matematicas y las ciencias
experimentales, los diversos significados del concepto de diferencial que se presentan de
forma explicita o implicita en los diferentes libros de textos de calculo, fisica, quimica,

ingenieria, etc.
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Un aspecto importante del concepto de diferencial que destaca Gomez (2019) es
la representacion simbolica y su utilizacion en relacion con los conceptos de derivada,

integral y ecuaciones diferenciales, porque el diferencial aparece en las expresiones dy =
f'(x).dx; Z—i = f'(x); f(x,y)dx + g(x,y)dy = 0; [ f(x)dx generando de esta forma
diferentes conflictos en el aprendizaje y la ensefianza del concepto de diferencial.

1.1.2 Evolucion del concepto de diferencial en la historia de la matematica

El concepto de diferencial fue crucial para el origen y desarrollo del calculo
infinitesimal porque es uno de los primeros conceptos que emerge de las préacticas
matematicas en la resolucion de diferentes situaciones-problemas, es por ello que
consideramos necesario realizar una revision de las investigaciones en torno a la

evolucion del diferencial en la historia de la matematica.

A continuacién, haremos referencia a diversos estudios cuyo objeto de estudio
estd relacionado con el concepto de diferencial y su interés esta puesta en la

reconstruccion de las practicas operativas y discursivas que caracterizan a cada época.

En Kleiner (2012) se realiza una reconstruccion historica de las nociones
fundacionales del calculo, lo infinitamente pequefio y lo infinitamente grande, partiendo

de los aportes de grandes matematicos desde el siglo XVII hasta la actualidad.

Estudios sobre la evolucion histérica del calculo, en especial sobre los conceptos
de limite, derivada, diferencial e integral encontramos en Boyer (1959), Edwards (1979),
y Kitcher (1984). En forma particular sobre el concepto de diferencial tenemos a Artigue
y Viennot (1987), Bos (1974), Lopez-Gay (2001), Pulido (1997), Taylor (1974), entre
otros. Muchos de los estudios respecto a la historia del calculo se focalizan en los
principales aportes de Cavalieri, Fermat, Newton, Leibniz, Euler, Lagrange, Cauchy,
Weierstrass, Fréchet y Robinson, analizando en paralelo la construccion, evolucién,

consolidacién y obstaculos que generd y que generan los infinitesimales en el célculo.

Las investigaciones de Martinez-Torregrosa et al. (2006) y Kleiner (2012)
permiten reconocer que, a lo largo de la historia de un concepto matematico, su estudio
se realiza desde diferentes enfoques o lentes que responden a un conjunto de condiciones
sociales y temporales que permiten avanzar en la construccién y consolidacion de

determinados aspectos del concepto.
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Hilbert sefialé que toda teoria matematica atraviesa tres periodos de desarrollo: el
ingenuo, el formal y el critico. En el caso del calculo, el periodo ingenuo ocurrio en el
siglo XVII, el formal en el XVII1y el critico en el X1X. (Kleiner, 2012, p. 93)

1.1.3 Modelos de referencia de los significados del diferencial en educacion

matematica.

A lo largo de la historia de la educacion matematica, y en especial de la didactica
del célculo, encontramos a varios autores que han investigado sobre los significados del
diferencial y han avanzado sobre un posible modelo de significados del diferencial, tanto
para las matematicas como la fisica, ingenieria y las ciencias experimentales. Es por ello
que consideramos como punto de partida para nuestra investigacion el estudio de los
significados propuestos por los autores que se presentan a continuacion con el fin de tener
un panorama de la situacion actual del concepto de diferencial en la educacién

matematica.

Tall (1981b) plantea una serie de enfoques segun los significados atribuidos a los
conceptos del célculo desarrollados a partir del Pensamiento Matematico Avanzado

(PMA) los cuales son:

— EIl método antiguo, intuitivo e infinitesimal: los infinitesimales intuitivos

de Leibniz son considerados como cantidades.

— El método dinamico del limite: los infinitesimales son considerados como

funciones.

— El método numeérico: el infinitesimal es considerado como un valor

numeérico de una variable.

— El'método del dibujo por ordenador: el infinitesimal es considerado como

un indivisible.
— El método € — §: el infinitesimal es desterrado del calculo.

— EI método infinitesimal moderno: similar al método antiguo de Leibniz

pero utilizando la l6gica moderna.

Diversos estudios posteriores a Tall (1981) permitieron desarrollar, en el marco
del PMA, el constructo denominado esquemas conceptuales epistemolégicos (ECE) para

hacer referencia a:
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la evolucion historica de los conceptos matematicos o a los tipos de conocimientos
asociados a la nocion matemaética, asi como también a las representaciones, los
procedimientos y métodos que los matematicos usaron para resolver una situacion
en un contexto especifico. Elementos que existieron en un cierto periodo histérico
y que se aceptaron por la comunidad matematica en ese periodo de tiempo y en
ese escenario particular. (Valdivé y Garbin, 2008, p. 419)

En Valdivé y Garbin (2008) se presentan siete ECE como resultado del estudio de

la evolucion histérica del infinitesimal, siendo los mismos:
— Grecia antigua: el infinitesimal asociado a la razon.

— Edad medieval (529-1436): el infinitesimal asociado a una unidad
indivisible.
— Siglo XV1y principio del XVII: el infinitesimal como una diferencia.

— A mitad del siglo XVII: el infinitesimal como razon aritmética.

— Segunda mitad del siglo XVII hasta inicios del XVIII: el infinitesimal

asociado a un incremento.
— Siglo XVII1y principio del XIX: el infinitesimal como simbolo.
— Finales del siglo X1X: el infinitesimal como una funcion.

Por otro lado, Dray y Manogue (2010) se preguntan, al igual que otros
investigadores, ¢qué son los diferenciales? respondiendo que existen varias definiciones
para los diferenciales, considerandolos como: cambios arbitrariamente pequefios de
cantidades, notacion abreviada del limite, una forma diferencial, infinitesimales de los

numeros hiperreales en el analisis no estandar o también como todo lo anterior.

Pero estos autores plantean que su objetivo no es ofrecer definiciones formales del
diferencial, sino mas bien presentan dos usos que hacen los estudiantes de los
diferenciales en la resolucién de diferentes situaciones-problemas. En su investigacion

destacan dos usos de los diferenciales y los denominan como:

— Diferencial de ecuaciones: los diferenciales son utilizados para relacionar
cambios en varias cantidades que estan relacionadas por una ecuacion,
como una herramienta heuristica donde no importa la relaciéon de

dependencia entre las variables.
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Por ejemplo, el volumen de un cilindro es V = mr2h y aplicando la propiedad del

diferencial del producto d(uv) = vdu + udv se obtiene dV = 2nrhdr + nr2dh.

— Diferencial de funciones: se expresan como df = f'(x)dx y requiere que
se seleccione en primer lugar la variable independiente de la funcion f(x)

y el concepto fundamental es la derivada.

En la investigacion de Hu y Rebello (2013) identificaron cuatro significados del
diferencial que son utilizados como un recurso en el contexto de la fisica que emergen de
las entrevistas que realizan a un grupo de estudiantes respecto a la resolucion de

problemas de integracion. Los significados que presentan son:

— Cantidad pequefia (Small amount): el diferencial como una cantidad

infinitesimal de una cantidad fisica.

— Punto (Point): el diferencial como un punto sobre la recta y sin dimension,

0 como una cantidad puntual de tamafio fisico insignificante.

— Diferenciacion (Differentiation): el simbolo del diferencial d como un
indicador de la accion de la operacién de tomar la derivada de una

funcion.

— Variable de integracion (Variable of integration): el diferencial como
indicador de la variable de integracion, sin representar algun significado

fisico.

Por otro lado, Von Korff y Rebello (2014) plantean una clasificacién de los
diferenciales como tipos de infinitesimales que se diferencian segln su uso y contexto de
aplicacion en el campo de la fisica, ademas se utilizan las formas simbdlicas que propone
Sherin (2001). De esta manera, se argumenta que no es lo mismo trabajar con “cambios
infinitesimales” y “cantidades infinitesimales” ya que dependen del fenémeno fisico en

estudio.

— Cambios infinitesimales: “conceptualizamos dx imaginando dos
posiciones en puntos cercanas en una trayectoria y tomando la diferencia
entre ellas” (Von Korff y Rebello, 2014, p. 701). De esta manera los
cambios infinitesimales se pueden escribir como diferencias, empleando
la forma simbdlica o — o =A. Por ejemplo, dv = v, — v, en cinematica
significa un cambio de posicion.
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— Cantidad infinitesimal: se consideran que representan una pequefia
cantidad de un elemento de una sustancia y se los refiere con el simbolo
A. Por ejemplo, dM representa una pequefia cantidad de masa, y “la masa
de un objeto sdlido se conceptualiza como una suma dM's” (Von Korff y
Rebello, 2014, p. 700).

— Producto infinitesimal: simbdlicamente se escribe como un producto entre una
cantidad finita o0 y una cantidad infinitesimal A, dado lugar a la expresion o -A.

Por ejemplo, el trabajo se definecomo P -dV o F - dx.

En la investigacion de Lopez-Gay et al. (2015) se distinguen diferentes
significados del diferencial seguin sus usos tanto en matematicas como en fisica y en como

se presentan en los libros de textos de célculo. Asi en matematicas, se lo distingue como:

— Instrumento formal, carente de significado (asociado a la definicion de
Cauchy).

— Aproximacion lineal del incremento (4y = f'dx = dy ).
— Estimacién lineal tangencial (asociado a la definicion de Fréchet).

— Infinitesimal (asociado a la definicion de Robinson).

Mientras que en Fisica, se lo distingue como:

— Sin sentido (similar al significado de Instrumento formal, en

matematicas).

— Incremento infinitesimal (similares a las ideas intuitivas de Newton y
Lebniz).

— Aproximacion infinitesimal (similar a las ideas de infinitesimal de

Robinson).

— Estimacién lineal (similar a las ideas de estimacion lineal tangencial de
Fréchet).

En Pulido (2010) se presenta una clasificacion de los significados del diferencial
teniendo en cuenta las definiciones dadas por los libros de textos y la teoria de formas

diferenciales. Entre los significados propone:
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— ElI diferencial como un incremento finito: donde el diferencial de y se
define como dy = y'. dx, que es la manera que se presenta actualmente

en los libros de textos de calculo.

— EI diferencial como transformacion lineal: donde se considera una
funcion F de campo escalar (R™en R), el diferencial de Fen a (a € R™)

se define como la transformacién lineal A(a) y se escribe dF = A(a). dx.

— EI diferencial como un infinitésimo: donde el diferencial se define en

términos del anélisis no estandar con los infinitesimales.

— El diferencial como una forma diferencial: donde el diferencial se define
y se generaliza en al célculo de variedades en la teoria de las formas
diferenciales.

Oldenburg (2016) plantea que es posible una conceptualizacion del analisis
matematico utilizando los diferenciales, entendiéndolos como “predicciones lineales de

cambios” (p. 58). Es por ello que los define como:

Das Differential dx einer GroRe X ist ebenfalls eine GréRe, namlich die bei lokaler
Betrachtung ,bestmdgliche* lineare Prognose der Anderung Ax'. (Oldenburg,
2016, p. 58)

Ely (2021) presenta cinco definiciones del diferencial, destacando que las dos
primeras son las que él considera mas adecuadas para una interpretacion del calculo en
términos de los diferenciales, pero las restantes suelen estar presente en el uso que realizan

los estudiantes y en los libros de textos. Las definiciones del diferencial son:

— Un incremento infinitesimal de x: el diferencial se define como una
cantidad infinitesimal, como se lo consideraba en el marco del calculo del
Leibniz. Ely (2021) plantea que esta misma idea se puede formalizar

como un tipo de numero hiperreal en el analisis no estandar.

— Un cambio arbitrariamente pequefio en x: el diferencial se define como

un incremento de x que puede hacerse arbitrariamente pequefio. Es decir,

! Traduccién: El diferencial dx de una cantidad (0 tamafio) x es también una cantidad, es decir, la de
consideracion local "mejor posible" pronostico lineal del cambio Ax.
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dx es una cantidad que varia continuamente dentro de cualquier intervalo

de tamafio fijo Ax.

— Una forma diferencial: se define, por ejemplo, a “dx como una densidad
unidimensional que permite la integracion sobre una variedad orientada”
(Ely, 2021, p. 593).

— Una abreviatura de limites: dx no se define de manera particular, sino que

solo adquiere significado en relacion con otros simbolos, por ejemplo:

W _ i L@
dx h—-0 h

— Una aproximacion lineal: dx se define como un pequefio incremento de
X, es decir dx = Ax. “Siy = f(x) no es lineal, entonces el diferencial dy
sirve como una aproximacion para Ay, pero no es igual a él. Por lo tanto

dy es una funcion de dos variables x y dx” (Ely, 2021, p. 539).

Ante esta diversidad de perspectivas sobre el concepto de diferencial en educacion
matematica, hemos considerado necesario realizar un estudio histérico-epistemologico
focalizado en caracterizar los diversos significados de este concepto, identificando sus
elementos caracteristicos e interconexiones. Consideramos que, para ello, la perspectiva
antropoldgica, pragmatista y semidtica sobre el conocimiento matematico del Enfoque
Ontosemidtico (Godino et al., 2007; Font et al., 2013) puede ayudar a realizar esta

reconstruccion y analisis de significados.

Un primer avance sobre los significados parciales del concepto de diferencial lo
encontramos en la tesis de maestria de Verdn (2020) donde logramos identificar y
caracterizar cuatro configuraciones epistémicas de los objetos primarios asociados a

cuatro significados sistémicos-pragmaticos del diferencial, los cuales son:
— Diferencial de Leibniz,
— Diferencial de Cauchy,
— Diferencial de Fréchet y
— Diferencial de Robinson en el Analisis no estandar.

En esta investigacion se logra la reconstruccion de cuatros significados del
diferencial en términos de configuraciones ontosemidtica de practicas, objetos y procesos,
identificando en cada significado un sistema de précticas matematicas prototipicas, que
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intervienen en la resolucién de una situacién problema como el célculo de la tangente a
una curva, y los objetos matematicos primarios como los lenguajes, conceptos-
definiciones, proposiciones, procedimientos y argumentos que caracterizan Yy

particularizan a cada significado parcial del concepto de diferencial.

1.1.4 Implicaciones de los modelos de referencia de los significados de los objetos

matematicos en la formacion de profesores de matematica

Diversas investigaciones han construido diferentes modelos de referencia de los
significados de los conceptos matematicos para diferentes objetivos, para explorar el nivel
de compresion de los estudiantes, para el disefio de actividades, para el analisis de libros

de textos, para estudiar la ensefianza de un contenido y sus relaciones con otros conceptos.

En el marco del EOS se han desarrollado varias investigaciones que realizan una
reconstruccion de los significados de diferentes objetos matematicos con el fin de
disponer de un significado global u holistico de referencia, también denominado modelo
ontosemidtico de referencia, para el estudio y valoracion de los procesos de ensefianza y

aprendizaje de los objetos matematicos.

Los modelos de significados de referencia de un concepto constituyen una
herramienta tedrica y metodologica que permite caracterizar la complejidad
ontosemiotica de un objeto matematico y la representatividad de los significados. Estos
modelos constituyen un sistema complejo de practicas matematicas de las cuales emergen
objetos primarios, y en consecuencia son elementos (o criterios) fundamentales para el
disefio de tareas y cuestionarios, para caracterizar la compresion de los estudiantes,

profesores y futuros profesores (Font et al., 2020).

La investigacion de Veron (2020) es un aporte fundamental para el desarrollo de
esta investigacion dado que, si bien existen muchas investigaciones sobre el diferencial,
hay pocos desarrollos que se centran en los significados de dicho concepto y en las
conexiones intra e interdisciplinarias, 1o que podria obstaculizar el proceso de ensefianza

y aprendizaje ocasionando una ensefianza descontextualizada.

En esta investigacion se avanza sobre la construccion de un modelo ontosemiotico
de referencia del concepto de diferencial desde la perspectiva teérica y metodoldgica del
Enfoque Ontosemidtico (EOS) del conocimiento y la instruccién matematicos (Godino et
al., 2020), donde se plantea como linea futura de investigacion la ampliacion de los
significados del diferencial en las matematicas superiores como la geometria diferencial,
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el célculo de variedades y las ecuaciones diferenciales con el fin de reconstruir un
significado holistico u global de referencia del diferencial. También se presenta como una
linea futura de investigacion el disefio, analisis, implementacion y evaluacion de
propuestas didacticas para trabajar sobre el significado global del concepto de diferencial
en la formacion de profesores de matematicas. Estas dos lineas de investigacion abiertas
pretendemos abordar con esta tesis y para lograrlo consideramos como marco teorico el
EOS.

El modelo ontosemiotico de referencia de los diversos significados del concepto
de diferencial tendra una implicancia directa en la formacion de profesores de
matematica, ya que se considera necesario que el profesor desarrolle conocimientos de
los distintos significados y contextos de uso que hacen funcionar y dan sentido a un
concepto, y competencias profesionales para llevarlos a la practica. Por ejemplo, desde el

Instituto Nacional de Formacidn Docente (INFOD) se considera que:

Comprender un objeto matematico significa haber transitado por diversas
experiencias que le permitan al estudiante producir, organizar y re-organizar la
red de relaciones que se deben establecer en la resolucion de una situacion
problematica que “obliga” al funcionamiento del objeto, los procedimientos o
técnicas que se despliegan para resolverla, las definiciones, propiedades,
argumentos que validan las acciones realizadas, todas ellas soportadas y reguladas
por el lenguaje simbdlico, propio de la Matematica, y la lengua natural. (INFOD,
2010)

1.2 Problema de Investigacion
1.2.1 Planteamiento del problemay preguntas de investigacion

Teniendo en cuenta los antecedentes expuestos y el marco tedrico, nos
cuestionamos sobre los significados del concepto de diferencial de una funcién y sus

implicancias para la formacion de profesores de matematicas.

Sabiendo que el concepto de diferencial genera diversas dificultades en su
ensefianza y aprendizaje, tanto en profesores como en estudiantes (Lépez-Gay, 2015), por
los diversos significados y contextos en los cuales es utilizado en matemaéticas y en las
ciencias experimentales e ingenieria (Pulido, 2010), consideramos necesario determinar
un modelo de referencia que pueda ser aplicado para orientar los procesos de estudio en
torno a este concepto en las carreras universitarias.
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Nuestro problema de investigacion concierne al estudio de los distintos

significados del objeto matematico diferencial y las implicaciones que esto tiene para la

formacion de profesores de matematicas. En este sentido, no solo se contemplara la

reconstruccion de un modelo tedrico, sino también las implicaciones de este modelo en

la educacién matematica; es decir, se contemplara el desarrollo de conocimientos y

competencias didactico-matematicas para la ensefianza y aprendizaje del concepto de

diferencial desde la mirada del modelo ontol6gico semidtico previamente establecido.

Concretamente nos planteamos las siguientes cuestiones:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)
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¢Cudles son las configuraciones de objetos y procesos matematicos
implicados en las préacticas que constituyen los diversos significados del

concepto de diferencial? (Configuraciones epistémicas)

¢ Cudles son los diversos significados del diferencial y qué elementos

permiten distinguirlos?

¢Como se relacionan y articulan entre si los diversos significados del

diferencial?

¢Es posible definir un modelo, para categorizar los significados del
diferencial segun el grado de generalidad y formalizacion de los objetos

intervinientes?

¢ Qué situaciones-problemas permiten abordar y articular los significados
parciales del concepto de diferencial en la formacion inicial de profesores

de matematica?

¢Queé aspectos y criterios deberian tener en cuenta un profesor para
optimizar los procesos de ensefianza y aprendizaje del concepto de

diferencial?

¢ Cudles son las configuraciones de objetos y procesos puestas en juego
por los futuros profesores de matematica en la resolucién de los
problemas en torno a los significados parciales de la diferencial?

(configuraciones cognitivas)

¢ Qué tipo de acciones formativas seria necesario y posible implementar
en un programa de formacion para iniciar a los futuros profesores en el

conocimiento y la competencia para el analisis ontosemiotico?



9) ¢Qué tipo de acciones formativas seria necesario y posible implementar
en un programa de formacién para promover en los futuros profesores el
conocimiento y uso competente de herramientas para la reflexion

sistematica sobre un proceso de estudio del diferencial?

10)¢Cual es el grado de idoneidad didactica del proceso formativo
implementado en la formacion inicial de profesores de matematica sobre

el significado global del concepto de diferencial?

11) ¢ Qué cambios se deberian introducir en el disefio e implementacion del
proceso formativo para incrementar su idoneidad didactica en una
proxima implementacion en la formacion inicial de profesores de

matematica?

Las respuestas a estos interrogantes nos permitiran, en primer lugar, caracterizar
y establecer niveles entre los diversos significados del diferencial, en funcion de las
configuraciones de précticas, objetos y procesos, que intervienen en la resolucién de las
situaciones-problemas, donde se pone en juego el concepto de diferencial. En segundo
lugar, se pretende disefiar, implementar y valorar un ciclo formativo en la formacion de
profesores de matematica en relacion con los diversos significados del concepto de
diferencial con el objetivo de indagar sobre las implicancias del modelo ontosemiotico de

referencia para la formacion de profesores de matemaética.

En la siguiente seccion se detallan los objetivos que pretendemos lograr en esta

tesis.
1.2.2 Objetivos de investigacion

Los objetivos generales y especificos de nuestro trabajo lo formulamos en los

siguientes términos:

OG-1: Establecer un modelo ontosemiético de referencia de los diversos

significados del concepto de diferencial.

Este objetivo general se concreta en los siguientes objetivos especificos:

OE-1.1: Realizar un estudio historico-epistemolégico del concepto diferencial.
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OE-1.2: Identificar los significados parciales del concepto diferencial a partir del
estudio historico-epistemoldgico.

OE-1.3: Reconocer las configuraciones de préacticas, objetos y procesos

asociados a los diversos significados del diferencial.

OE-1.4: Reconstruir un significado holistico o global de referencia del diferencial
a partir de los significados parciales y las configuraciones ontosemiéticas

identificadas.

OG-2: Analizar y promover el crecimiento profesional en los futuros profesores
de mateméticas sobre conocimientos y competencias didactico-matematicas

relativos al modelo ontosemidético del concepto de diferencial.

OE-2.1: Disefar e implementar experiencias formativas en un grupo de futuros
profesores de matematica para desarrollar en ellos conocimientos y competencias

didactico-matematicas sobre la ensefianza del concepto de diferencial.

OE-2.2: Valorar la idoneidad didactica de las experiencias formativas e

identificar mejoras potenciales.



Capitulo 2: Marco Tedrico y Metodologico

2.1 El Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccion Matematicos
(EOS)

2.1.1 Bases epistemologicas, ontologicas, semioticas, antropoldgicas, cognitivas e

instruccionales del EOS

Siguiendo la mencionada linea de investigacion, este trabajo se enmarca en el
Enfoque Ontosemidtico del conocimiento y la instruccion matematicos (EQS)
desarrollado por Godino y colaboradores (Godino, 2017; Godino et al., 2007; 2020).

El EOS es un sistema tedrico que adopta una vision antropologica y pragmatista
de las matematicas, al considerar como problema epistemolédgico ;coOmo emerge y se
desarrolla la matemaética? ya que entiende que la actividad de las personas en la resolucion
de problemas es un elemento central en la construccién del conocimiento matematico. En
cuanto al problema ontoldgico, se pregunta sobre ;qué es un objeto matematico y qué
tipos de objetos intervienen en la actividad matematica?, donde plantea que los objetos
emergen de un sistema de practicas y que existe una tipologia de objetos que se caracteriza

y describe a partir de una configuracién ontosemiotica (Godino et al., 2020).

En el problema semidtico-cognitivo, se pregunta sobre ¢qué es conocer un objeto
matematico? ¢que significa el objeto para un sujeto en un momento y circunstancias
dadas? Desde el EOS se asume que el conocimiento es el conjunto de relaciones que el
sujeto (persona o institucion) establece entre los objetos y las practicas, y que se

modelizan por medio de las funciones semiéticas (Godino et al., 2020).

Frente a los problemas epistemoldgicos y semiotico-cognitivos, desde el EOS se
han desarrollado las nociones de significados pragmaticos y la configuracion
ontosemiotica de préacticas, objetos y procesos para comprender el sentido de los objetos

matematicos.
2.1.2 Significados sistémicos-pragmaticos

Se define como practica matematica a “toda actuacion o expresion (verbal,
grafica, etc.) realizada por alguien para resolver problemas matematicos, comunicar a
otros la solucion obtenida, validarla o generalizarla a distintos contextos y problemas”
(Godino y Batanero, 1994, p. 334). Un objeto matematico, como objeto institucional se

considera como un “emergente del sistema de practicas sociales asociadas a un campo de

49



problemas” (p. 335), y el significado de un objeto queda formado por el “sistema de
practicas institucionales asociadas al campo de problemas de las que emerge el objeto en

un momento dado” (p. 338).

Al identificar el significado pragmatico de un objeto matematico con las practicas
operativas y discursivas que se realizan para resolver un tipo de situacion-problema, una
estrategia metodoldgica para describir dicho significado consiste en la eleccién de un
problema prototipico, elaborar la secuencia de practicas e identificar la trama de objetos
Y procesos que se ponen en juego en la solucion. Este andlisis permite gestionar procesos
de estudio matematico y reconocer la complejidad ontosemidtica de la actividad
matematica como fuente de explicacion de las dificultades que se presentan en los

procesos de instruccion matematica (Burgos y Godino, 2020).

La diferencia entre el sentido y significado de un objeto matematico se encuentra
que, al considerar, desde el punto de vista pragmatico, que el significado de un objeto se
caracteriza por un sistema de practicas, éstas se pueden parcelar en diferentes
subconjuntos de clases de practicas mas especificas que son empleadas en un determinado
contexto y con un determinado tipo de notacién, produciendo de esta manera un sentido
especifico. De esta manera, cada contexto ayuda a generar sentido, es decir, permite
generar un subconjunto de practicas matematicas, pero no logra generar todos los sentidos
(Font et al., 2020).

El conjunto de los significados parciales de un objeto permite construir un
significado de referencia de este, a partir de identificar las interconexiones entre ellos, lo

que posibilita establecer niveles de generalizacion y formalizacion entre los significados.
2.1.3 Configuracion ontosemidtica de précticas, objetos y procesos

Para el andlisis del significado de los conceptos matematicos se ha desarrollado la
nocién de configuracion ontosemiotica de préacticas, objetos y procesos que intervienen
en la resolucion de situaciones-problemas, las cuales son la razén de ser de la actividad
matematica y de los objetos emergentes de la misma. Los objetos matematicos son
clasificados en categorias segun su naturaleza y funcién (Godino et al. 2007, p. 132):

— lenguajes (términos, expresiones, notaciones, graficos) en sus diversos registros

(escrito, oral, gestual, etc.);

— situaciones-problemas (aplicaciones extra-matematicas, ejercicios);
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— conceptos (introducidos mediante definiciones o descripciones);

— proposiciones (enunciados sobre conceptos);
— procedimientos (algoritmos, operaciones, técnicas de calculo);

— argumentos (enunciados para justificar las proposiciones y procedimiento
deductivos o de otro tipo).

Figura 2.1

Configuracién ontosemiética de practicas, objetos y procesos

CONTENIDO PERSONAL

LENGUAJES
e
Comunicacién

Idealizacion

Tipg

Fuente: Godino (2014, p. 23).

La configuracion ontosemioética es una herramienta teérica y metodoldgica muy
atil porque permite describir la complejidad de los objetos matematicos y de las practicas
matematicas de las cuales emergen e interactGan los objetos. Es por lo que cada

configuracién permite la resolucion de un determinado tipo de problema del campo de
problemas donde interviene de manera clave el objeto en estudio.

2.1.4 Modelo ontosemiotico de referencia del significado global de un concepto y
los niveles de complejidad ontosemidtica

Desde el EOS, un objeto matematico es “cualquier entidad material o inmaterial
que interviene en la practica matematica, apoyando y regulando su realizacion” (Godino
et al., 2020, p. 6). Esta definicion general de objeto se complementa con una tipologia de

objetos, dentro de la cual se incluyen los conceptos, entendidos desde una perspectiva
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unitaria como una entidad matematica que se define (concepto-definicién). Pero sobre un
concepto matematico, como el diferencial, se puede adoptar también una perspectiva
sistémica, en cuyo caso el concepto de diferencial viene a ser la configuracion
ontosemiotica asociada a una de sus definiciones, y, por tanto, al sistema de précticas,
objetos y procesos implicados en la resolucién de un problema prototipico en que
interviene el diferencial. Como para el concepto de diferencial, o cualquier otro concepto,
se pueden encontrar diferentes definiciones ligadas a diferentes contextos de uso y
situaciones-problemas, cada una de ellas constituye un significado parcial o sentido del
concepto. El significado pragmatico global del concepto de diferencial sera, por tanto, la
trama de configuraciones ontosemiéticas que se puede reconstruir en las cuales dicho
objeto interviene de manera clave, determinando de esta manera, lo que se conoce como

modelo ontosemiotico del concepto matematico.

La perspectiva que adopta el EOS sobre la complejidad de los objetos matematicos
permite “reformular la visién ingenua de que hay un mismo objeto matematico con
diferentes representaciones” (Font et al., 2020, p. 116). Porque se considera hay un
sistema complejo de préacticas para resolver problemas, en las que el objeto matematico
no aparece directamente, sino mas bien emergen representaciones del objeto, diferentes
definiciones, proposiciones y propiedades del objeto, procedimientos y técnicas que se
aplican al objeto y argumentos sobre el objeto, lo cual se denominan configuraciones
epistémicas de los objetos primarios (Font et al., 2020).Este tipo de acciones, se vienen
llevando a cabo desde el EOS con otros conceptos, por ejemplo, la tesis doctoral de
Burgos (2020) que aborda un modelo ontosemiotico del razonamiento proporcional y sus
implicaciones en la formacion del profesorado de matematicas, el modelo ontosemiotico
de los significados de la probabilidad (Batanero, 2005), del razonamiento algebraico
(Godino et al., 2014), de la proporcionalidad (Godino, Beltran-Pellicer et al., 2017,
Burgos, 2020), etc. En términos tedricos, asumimos una concepcidon pragmatica
(operacional) del significado, que implica concebir a los objetos matematicos como

herramientas conceptuales que emergen y se desarrollan a través de su uso.

Adoptar un modelo tedrico para un determinado concepto, es importante para
afrontar el problema educativo-instruccional. Tanto en el disefio curricular, como en el
disefio de libros de textos escolares, 0 en la planificacion de la ensefianza, las herramientas
del EOS permiten al investigador, profesor, formador, decidir cuéles seran los sistemas

de practicas que se quieren poner en juego respecto a un conjunto de objetos matematicos
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para que los estudiantes (del nivel que se esta educando) los conozcan y aprendan a
utilizarlos de manera competente para resolver un determinado tipo de situaciones-
problemas. Estos sistemas de practicas son los significados institucionales (o epistémicos)
de los objetos matematicos y, precisamente, constituyen los significados de referencia de

la ensefanza.
2.1.5 Teoria de la Idoneidad Didactica

Frente a la pregunta ¢Qué tipo de acciones y recursos se deberia implementar en
los procesos de instruccion para optimizar el aprendizaje matematico? (Godino et al.,
2021). Desde la perspectiva del EOS se ha desarrollado la nocion de idoneidad didactica
como criterio sistémico de optimizacion de un proceso de instruccion matematica.
Considerandolo como el grado en que dicho proceso relne ciertas caracteristicas que
permiten calificarlo como 6ptimo o adecuado para conseguir la adaptacion entre los
significados personales logrados por los estudiantes y los significados institucionales
pretendidos o implementados, teniendo en cuenta las circunstancias y los recursos
disponibles (Godino et al., 2020).

La Teoria de la Idoneidad Didactica (Godino et al., 2023) propone seis facetas o
dimensiones para el analisis y valoracion de un proceso de instruccion, los cuales son

desarrollados por Godino (2013, p. 116) como:

— ldoneidad epistémica: se refiere al grado de representatividad de los
significados institucionales implementados (o pretendidos), respecto de un
significado de referencia.

— Idoneidad ecoldgica: grado en que el proceso de estudio se ajusta al proyecto
educativo del centro, la escuela y la sociedad y a los condicionamientos del

entorno en que se desarrolla.

— Idoneidad cognitiva: expresa el grado en que los significados pretendidos/
implementados estén en la zona de desarrollo potencial de los alumnos, asi
como la proximidad de los significados personales logrados a los significados

pretendidos/implementados.

— Idoneidad afectiva: grado de implicacion (interés, motivacion, ...) del

alumnado en el proceso de estudio. La idoneidad afectiva esta relacionada
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tanto con factores que dependen de la institucion como con factores que
dependen bésicamente del alumno y de su historia escolar previa.

— ldoneidad interaccional: Un proceso de ensefianza-aprendizaje tendra mayor
idoneidad desde el punto de vista interaccional si las configuraciones y
trayectorias didacticas permiten, por una parte, identificar conflictos
semioticos potenciales, y por otra parte permitan resolver los conflictos que

se producen durante el proceso de instruccion.

— ldoneidad mediacional: grado de disponibilidad y adecuacién de los recursos
materiales y temporales necesarios para el desarrollo del proceso de ensefianza

aprendizaje.

Figura 2.2
Facetas de la Idoneidad Didactica
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Fuente: Godino (2013, p. 117).

El grado de idoneidad didactica se puede representar mediante un hexagono
regular como se muestra en la Figura 2.2. Cada vértice corresponde al grado de idoneidad
correspondiente a un proceso de estudio pretendido o planificado, donde a priori se

considera el grado méximo de las idoneidades parciales. EI hexagono irregular interior
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corresponde a las idoneidades parciales efectivamente logradas en la realizacion del
proceso de estudio implementado.

La Teoria de las Idoneidad Didactica (TID) (Godino et al., 2023) nos brinda
herramientas tedricas y metodoldgicas que nos permite, el analisis de un proceso de
estudio puntual de una sesion de clases, una planificacion, una unidad didactica, una
propuesta curricular o el desarrollo de un ciclo formativo para la formacion de futuros
profesores de matematicas, como se pretende abordar en esta investigacion. También es
posible emplearlos para analizar aspectos parciales de un proceso de estudio, como un
libro de texto, un material didactico, conflictos en el cognitivos, respuestas de los
estudiantes a una tarea, entre otros. Lograr que un proceso de estudio resulte con una alta
idoneidad es complejo, debido a las dimensiones que intervienen en el mismo. Es por ello
que, se han desarrollado, indicadores empiricos para cada uno de los componentes de
cada idoneidad parcial con el objetivo de utilizarlos como unos principios que guian el

analisis y valoracion de los procesos de estudio pretendido o implementados.

La utilizacion de la idoneidad didactica como herramienta metodoldgica ha sido
estudiado por Malet et al. (2021) donde identificaron nueve categorias emergentes de
aplicacion y contextos de uso de esta herramienta desde el 2005 hasta el 2020. En las
investigaciones analizadas se destaca la idoneidad didactica como herramienta para
valorar orientaciones curriculares, planes de estudio o programas de formacion; para
valorar videos educativos; para determinar criterios de idoneidades de topicos
especificos; para desarrollar la competencia de analisis didactico en la formacion docente;
para valorar el disefio y/o implementacion de un ciclo educativo; para valorar el disefio
y/o implementacion de un ciclo educativo; para valorar las acciones didacticas o
producciones escritas de los profesores en formacion; para interpretar valoraciones
realizadas por profesores o futuros profesores; y para disefiar actividades y secuencias

didacticas.

Dada la creciente relevancia y la amplia adopcion a nivel internacional, nuestra
tesis se apoya en la teoria de la idoneidad didactica para abordar tres aspectos cruciales.
En primer lugar, se enfoca en desarrollar criterios que caractericen las idoneidades de
cada una de las facetas para el estudio del concepto del diferencial. En segundo lugar, se

centra en el disefio de actividades y su evaluacion durante la implementacion de un ciclo
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formativo. Es importante destacar que estos dos aspectos involucran a los mismos

investigadores que aplican la teoria de la idoneidad didéctica.

Un tercer aspecto crucial implica la aplicaciéon de esta teoria por parte de los
futuros profesores. Nuestra propuesta se orienta hacia el disefio de un programa formativo
que habilite a los participantes para utilizar la teoria de manera competente. De esta
forma, se busca que los futuros profesores sean capaces de aplicar estos criterios de

manera efectiva en su labor educativa.

2.1.6 Modelo de Conocimientos y Competencias Didactico-Matematico del
Profesor de Matemética (CCDM)

Investigadores en el campo de la formacion de profesores han enfrentado el
interrogante sobre cudles son o deberian ser los conocimientos necesarios para la
ensefianza de las matematicas (Chapman, 2014; English, 2008; Mason, 2016). En este
sentido, varios investigadores han desarrollado modelos tedricos proponiendo diferentes
categorias y componentes de los conocimientos y competencias necesarios para la
ensefianza (Escudero et al., 2015; Neubrand, 2018; Petrou y Goulding, 2011; Schoenfeld
y Kilpatrick, 2008; Shulman, 1987; entre otros).

Desde la perspectiva del Enfoque Ontosemiotico, se propone el modelo de
Conocimientos y Competencias Didactico-Matematicos (modelo CCDM) como una
extension del modelo de Conocimientos Didactico-Mateméticos (CDM) del profesor de
matematicas. En el modelo CMD se propone que los conocimientos de los profesores
pueden organizarse de acuerdo con tres grandes dimensiones: matematica, didactica y

meta didactico-matematica.

La primera dimension, matematica, refiere a los conocimientos que debe tener un
profesor de las matematicas escolares que ensefia y se divide en dos tipos: un
conocimiento comun del contenido, referido a aquellos conocimientos que deberia tener
un profesor sobre un objeto matematico en particular (por ejemplo, el diferencial); este
conocimiento le permitira resolver tareas o problemas propuestas en el curriculo y/o en
los libros de texto del nivel en el cual se esté desempefiando; un conocimiento ampliado

del contenido, articulado y compartido con los niveles educativos superiores.
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La segunda dimension, refiere a los conocimientos sobre los diversos aspectos
involucrados en los procesos de ensefianza y aprendizaje de tales matematicas
(conocimiento profundo de las matematicas escolares y su interaccion con aspectos
cognitivos y afectivos de los estudiantes, recursos y medios, interacciones en el aula, y

aspectos ecoldgicos).

La dimension meta didactico-matematica es la que refiere a los conocimientos que
debe tener un profesor para poder sistematizar la reflexion sobre su propia practica y asi
poder emitir juicios valorativos sobre su practica o la de otros (Breda, Font y Pino-Fan
2018; Pino-Fan et al., 2022; Pino-Fan et al., 2018).

El modelo CDM se ha presentado en varios trabajos como una herramienta
tedrico-metodoldgica que permite desarrollar, competencias claves para la practica del
profesor de matematicas. Se espera que el profesor pueda analizar la actividad matematica
al resolver los problemas, identificando précticas, objetos y procesos puestos en juego, y
problemas didécticos que se presentan en la ensefianza, donde también intervienen

objetos matematicos y didacticos especificos que el profesor debe conocer.

Para el desarrollo de estas competencias y conocimientos, desde el EOS se plantea
la competencia general de disefio e intervencion didactica, especifica del profesor de
matematicas, que a su vez se compone de cinco sub-competencias como se muestra en la

Figura 2.3 (Godino, Giacomone, Batanero y Font, 2017):
— competencia de andlisis de los significados globales,
— competencia de analisis ontosemiotico de practicas matematicas,
— competencia de andlisis y gestion de configuraciones didacticas,
— competencia de andlisis normativo, y

— competencia de andlisis y valoracion de la idoneidad didactica.
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Figura 2.3
Componentes de la competencia de analisis e intervencion didactica
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Fuente: Godino, Batanero, Font y Giacomone (2016, p. 292)

El modelo CCDM nos permite adoptar una posicion tedrica sobre qué entendemos
por conocimientos y competencias profesionales del profesor de matematicas y disefiar
secuencias didacticas que pongan en juego el concepto de diferencial de manera

fundamentada.

Competencia de analisis ontosemidtico de practicas matematicas: se considera que
el profesor de matematicas debe ser conocer y comprender la idea de configuracion de
objetos y procesos matematicos, implicados en las tareas y sus posibles soluciones, y ser
capaz de usarla de manera competente en los procesos de disefio didactico. Esta
identificacion le permitird comprender la progresion de los aprendizajes, gestionar los
necesarios procesos de institucionalizacion y evaluar las competencias matematicas de

los alumnos.

Competencia de andlisis y valoracion de la idoneidad didactica: como ya se ha
mencionado, en el marco del EOS se ha introducido la nocién de idoneidad didéactica, que
orienta el analisis a nivel macroscopico de los procesos de estudio matematico. Se espera
que el profesor de matemaéticas, fijado un tema especifico en un contexto educativo
determinado, por ejemplo, el estudio de la diferencia en el bachillerato sea competente en
emitir un juicio fundamentado sobre la idoneidad didactica de tal proceso de estudio

matematico, y para ello, es imprescindible realizar una reconstruccion de los significados
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de referencia didactica del tema correspondiente. La nocidn de idoneidad didactica
(Godino, 2013) permite al docente reflexionar sobre ¢cuéles son los conocimientos
didactico-matematicos resultados de las investigaciones e innovaciones sobre la
diferencial de una funcion? ¢cual es el grado de idoneidad didactica del proceso de
ensefianza-aprendizaje implementado? y ;qué cambios se deberian introducir en el disefio
e implementacion del proceso de estudio para incrementar su idoneidad didactica? La
nocién de idoneidad didactica se ha introducido como una herramienta de apoyo para la
reflexion global sobre la préctica didactica, su valoracion y mejora progresiva. El profesor
de matematicas debe conocer, comprender y valorar esta herramienta y adquirir
competencia para su uso pertinente. Se trata de la competencia de anélisis de la idoneidad

didactica de los procesos de estudio matematicos (Godino, Giacomone et al., 2017).

Desde el modelo CCDM se vienen desarrollando investigaciones a nivel
internacional, como lo mencionan Font et al. (2020) destacando la importancia de
desarrollar la sub-competencias de analisis y valoracion de la idoneidad didactica.
Ademas, destacan que el uso de los criterios de idoneidad didéctica constituye una
herramienta muy potente para organizar la reflexion del profesor sobre su préactica, para

valorarla y proponer mejoras en la misma.

En dichas investigaciones se destacan dos aspectos que consideramos
fundamentales para nuestra investigacion, en primer lugar resaltan que aungue no se
trabaje explicitamente sobre la ensefianza de los componentes e indicadores de los
criterios de idoneidad didéctica, algunos de ellos, y en particular la componente “muestra
representativa de la complejidad del objeto matematico” de la idoneidad epistémica, estan
presentes de forma implicita en las valoraciones de las propuestas didacticas que realizan
profesores o futuros profesores (Breda y Lima, 2016; Breda et al., 2017).

El segundo punto que se resalta es la incorporaciéon de dispositivos o ciclos
formativos para ensefiar a valorar la idoneidad epistémica de un proceso de ensefianza y
aprendizaje, como parte del proceso de formacion del futuro profesor de matematicas,
teniendo en cuenta que no es una tarea sencilla para los estudiantes, profesores y
formadores (Breda et al., 2017; Seckel y Font, 2020).

Para el estudio de la componente “muestra representativa de la complejidad del
objeto matematico” es necesario que los dispositivos o ciclos formativos destinados para

la formacion de profesores de matematicas hagan hincapié en la necesidad de realizar un
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analisis preliminar sobre los significados del objeto matematico y que este orientado a la
reconstruccion de un significado global del concepto que se quiere ensefiar con la

finalidad de ser consciente de su complejidad (Font et al., 2020).
2.2 Descripcion General de la Metodologia
2.2.1 Enfoque metodoldgico, técnicas e instrumentos

La investigacion se encuadra en una metodologia cualitativa (McMillan y
Schumacher, 2001) utilizando distintos métodos para lograr cada objetivo. Para afrontar
el objetivo general 1 pretende realizar un estudio histérico-epistemoldgico sobre el origen
y evolucion del concepto de diferencial a lo largo de la historia del célculo, y luego
efectuar un analisis ontosemiotico de las précticas, objetos y procesos que intervienen en

la resolucion de situaciones-problemas asociadas a cada tipo de significado.

Con respecto al método a emplear para la recoleccion de datos, en primer lugar,
se realizara un estudio documental histérico-epistemoldgico sobre el origen y evolucion
del concepto diferencial para construir un significado de referencia de este (Godino et al.,
2007). Para este estudio se consultaran diferentes fuentes de informacion, como libros,
revistas y paginas especializadas en didactica de la matematica y en la historia de las

matematicas.

Posteriormente, se empleara la técnica de anélisis ontosemiotico (Godino, 2002)
basado en la metodologia de analisis de contenido, de los significados puestos en juego
en la resolucion de situaciones-problemas a partir de la identificacion de los objetos y

procesos que intervienen en las practicas matematicas operativas y discusivas.

Para el andlisis ontosemidtico, en primer lugar, se seleccionard una situacion-
problema del estudio histérico epistemoldgico y sus diferentes formas de resolucion.
Luego se identificaron los objetos primarios intervinientes en las practicas matematicas
reconociendo los diferentes grados de generalidad y formalidad, lo que nos permitira
establecer los significados parciales del objeto y definir relaciones jerarquicas entre ellas

en funcion de su complejidad (Burgos y Godino, 2020).

Para la organizacion y estudio de los datos del analisis ontosemidtico se utilizara
la organizacion propuesta por Godino, Beltran-Pellicer et al. (2017) para establecer
relaciones entre las practicas matematicas mediante una tabla. Dicha tabla cuenta con tres

columnas en la cual se dispone el sistema de practicas resolutivas, en la primera columna,
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se identifican los usos e intencionalidad de cada practica en la resolucion de la tarea, en
la columna central, y en la tercera columna, los objetos matematicos que entran en juego

en cada practica.

El analisis de cada tabla, es decir, el analisis ontosemidtico de las situaciones-
problemas permitira una reflexion en torno a como entran en juego los objetos y procesos
matematicos identificados, para reconocer el significado del concepto que esta asociado
a las practicas matematicas, operativas y discursivas, de la resolucion del problema

seleccionado.

El segundo objetivo general se enmarca en un enfoque cualitativo que recolecta y
analiza datos a lo largo de un ciclo formativo, de tipo descriptivo y exploratorio. Se
aplicara el método de las investigaciones de disefio (Kelly et al., 2008) basado en las
cuatro fases siguientes y fundamentadas por las herramientas del EOS: estudio preliminar,

disefio de tareas, implementacion, analisis retrospectivo:

‘—' implementacién

Desarrollo de conocimientos y Disefio de
competencias didctico-mateméticas tarens Andlisis

t— retrospectivo

r'.l:‘ studio preliminar

Y
Valoracion de la idoneidad didactica de todo el ciclo formativo

En el estudio preliminar se contempla la descripcién de los significados
institucionales en términos de configuraciones de practicas, objetos y procesos
matematicos, y el sistema de relaciones y restricciones institucionales que condicionan el
proceso de estudio (faceta epistémica-ecologica). Ademas, se analizan las practicas
personales de los estudiantes en términos de configuracion de préacticas, objetos y
procesos matematicos, y se tiene en cuenta las componentes de la afectividad (emociones,
actitudes, creencias y valores) en los estudiantes en relacion con los objetos matematicos
y el proceso de estudio disefiado (faceta cognitiva-afectiva). También, se describen los
patrones de interaccidn entre profesor y estudiantes, el uso de los recursos materiales y
tecnoldgicos, y el tiempo destinado a las experiencias formativas (faceta interaccional-

mediacional)

Para el disefio de tareas, se consideran los siguientes aspectos: se precisa la

secuencia de las situaciones didacticas a implementar teniendo en cuenta el analisis a
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priori y la adaptacion de la secuencia al contenido establecido en el disefio curricular
(factores epistémicos y ecologicos). También, se identifican las caracteristicas de los
participantes, sus conocimientos previos y sus potenciales dificultades de aprendizaje
(factores cognitivos y afectivos). Ademas, se establece el tiempo destinado para abordar
la secuencia de actividades y los recursos a utilizar (factores instruccionales). Es
importante considerar que el disefio puede tener variaciones de acuerdo a cdmo se va

desarrollando la implementacion.

En la implementacién se observa, registra y describe con detalle la
implementacion efectiva de las acciones formativas. Esta descripcién de la trayectoria
didactica efectiva ayuda a identificar conflictos, aprendizajes logrados y grado de avance

del logro de las competencias pretendidas.

En la dltima fase, con el anélisis retrospectivo, se realiza una valoracién de cada
accion formativa implementada contrastando con el analisis a priori, desde las seis facetas
que intervienen en los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas
(epistémica, cognitiva, afectica, interaccional, mediacional y ecoldgica), identificando

conflictos, fortalezas, limitaciones y posibles mejoras para una futura implementacion.
2.2.2 Contexto de la investigacion, participantes y recogida de datos

Los ciclos formativos se van a desarrollar con estudiantes del cuarto afio del
Profesorado de Educacion Secundaria en Matematica de un Instituto Superior de
Formacion Docente de la provincia de Misiones en Argentina. Las sesiones de clases se
enmarcan en la catedra de Seminario de Didactica de la Matematica, donde los estudiantes
se inician en la investigacion educativa en matematicas, segun el disefio curricular

jurisdiccional de la carrera.

El régimen de cursado del seminario es anual, ubicado segun el plan de estudio en
el cuarto afio y se dispone de 2 horas catedras de 45 minutos cada uno, esto implica que
se realiza el encuentro con los estudiantes una vez a la semana, por lo general, los viernes
son los dias de encuentro. A modo de organizacion institucional, el cuarto afio del
profesorado se desarrolla en el turno noche, lo que implica que las clases comienzan a las
18 horas, esto se debe a que los estudiantes realizan sus residencias o practicas

profesionales durante el turno mafiana o tarde las escuelas asociadas a la institucion.

En el seminario, FPM se inician en la investigacion educativa en matematica con
la construccion de un trabajo de investigacion, que lo realizan en pequefios grupos de 2 o
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3 integrantes, sobre alguna problemética de la ensefianza de la matematica que les interese
estudiar. Durante el transcurso del afio, los FPM realizan una revision de antecedentes,
seleccionan un marco teodrico y formulan su problema, pregunta y objetivos de su
investigacion. Luego avanzan hacia las definiciones metodoldgicas con el disefio de un
instrumento (actividades, cuestionarios, entrevistas, etc.) y realizan el analisis a priori de
las actividades. Luego de este proceso, se implementa la actividad con estudiantes del
nivel secundario, que por lo general se aplica en los cursos donde estan realizando sus
residencias pedagogicas. Posterior a la implementacion, realizan un analisis a posteriori
y evaluacion de la actividad e implementacion para establecer las conclusiones de su
trabajo de investigacion. Cabe destacar que la construccién de este trabajo de
investigacion se realiza en articulacion con la catedra de EDI IV (Espacio de Definicion
Institucional) que tiene la intencidn de apoyar y reforzar las actividades del seminario.
Para mayores detalles de la forma de trabajo entre catedras y para conocer algunos
trabajos de los estudiantes, les invitamos a leer los siguientes articulos: Golz et al. (2022),
Puczko et al. (2019), y Verdn y Clasen (2021).

Teniendo en cuenta la forma de trabajo en el seminario y que el profesor
responsable es el doctorado de esta tesis, por lo general, los estudiantes utilizan algunas
herramientas tedricas y metodoldgicas del EOS para sus investigaciones, en particular, se
emplea la nocion de configuracion ontosemidtica de practicas, objetos y procesos para el
analisis a priori y a posteriori. Esto genera que las circunstancias contextuales sean muy
adecuadas para abordar con los FPM el desarrollo de la competencia de analisis
ontosemiotico y la competencia de andlisis y valoracion de la idoneidad didactica desde

la perspectiva ontosemidtica.

El primer ciclo de formacién se desarrolld en cuatro sesiones de clases de 2,5
horas, los viernes a partir de las 18 horas a mediados de septiembre y octubre (ver Figura
2.4). Realizo esta aclaracion porque durante la implementacion, dos estudiantes por
cuestiones religiosas no podian estar presente en las clases, por lo que se realizaron las
adaptaciones y acompafiamiento necesario para trabajar con estos estudiantes los viernes

en el turno tarde a partir de las 13 horas.

El segundo ciclo de formacidn se desarroll6 en tres sesiones de clases de 2,5 horas,
los viernes durante los meses octubre y principio de noviembre, inmediatamente después

de haber finalizado el primer ciclo, con lo cual, los FPM ya habian abordado los
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significados parciales de la diferencial y habian resuelto cinco tareas que propician el
desarrollo de la competencia de analisis ontosemidtico (ver Figura 2.4). Ademas, es
necesario destacar que los FPM, en el primer cuatrimestre habian participado de un taller
de reflexion docente donde se presentd y trabajo sobre las facetas de la idoneidad
didactica, cuyo taller tuvo una duracion de 1,5 horas y consistio en relacionar sus
valoraciones personales sobre una clase de matematicas con la idoneidad didactica. Este
taller, forma parte de una serie de actividades formativas que propone la institucion para

los estudiantes.

Figura 2.4

Ciclos formativos para el desarrollo de competencias profesionales en los FPM

Competencia de Andlisis y Valoracién
de la Idoneidad Didactica

Competencia de Analisis Ontosemidtico

Sesion 1 Sesién 2 Sesién 3

Sesion 7

Sesion 5 Sesion 6

Tarea 6, 7y 8 Tarea 9y 10 Tarea 11

Tarealy2 Tarea 2y 3 Tarea3y4

Faceta Epistémica Faceta Epistémica  Faceta Epistémica y Faceta Epistémica | F::Etas' :edla Falndn:tas ::dla Facetas de la
Andlisis Epistémico y Cognitiva Cognitiva . oneida nel Idoneidad
L. o2 R y Cognitiva . Sy
il Cognitve. - And "sllis EIJES_IEII’IIEO Y Andlisis | I Dld?:lce"t:::‘::hm vid?uf:;ﬁ:;?ms Dldﬂ‘:‘tlﬁ e
L el proceso
cemiive Epistémico y | situacion fo::'mat'wo

Cognitive |

problema
——————————————————— -l - - - . - O - . . . e . ..

Con estas descripciones queremos dejar en claro las circunstancias contextuales
de los FPM, ya que contaban con pequefias experiencias previas. Aunque, en el seminario,
antes de implementar los ciclos de formacion, el profesor no trabajo con los FPM el

analisis ontosemiotico y ni la idoneidad didactica.

En las sesiones de clases la cantidad de estudiantes variaba, de 9 a 14, segln la
asistencia de estos, por tales motivos en el analisis de la implementacion de cada una de
las tareas encontraran que las cantidades de producciones estan sujetas a la presencia del

estudiante durante la sesion de clase.

Otro aspecto importante, es la codificacion de las producciones de los FPM, ya
que en cada tarea se identifica a los estudiantes con el cddigo E1, E2, y asi sucesivamente,
pero no existe relacion entre los cadigos entre las tareas, es decir que la produccion de E1
en la Tarea 1 no corresponde al mismo FPM que se identificé con E1 en la tarea 2, esto
se debe a que las actividades las entregaban de manera andnima, sin ninguna
identificacion del FPM.
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2.3 Sintesis y Conclusiones

La construccion de un modelo de referencia y el analisis de su implementacion en
un proceso formativo para la formacion de profesores de matematicas revisten gran
importancia debido a sus implicaciones en la ensefianza y aprendizaje del concepto de
diferencial en cursos de analisis matematico o célculo, asi como en la formacion de

profesores en la didactica del analisis matematico.

En estos primeros capitulos se ha puesto en relevancia el problema de cuales son
los conocimientos y competencias que deberia desarrollar un profesor en su formacion
inicial, usando como contexto el estudio del diferencial. La clava esta en que no solo se
busca disefiar, implementar y valorar un proceso formativo, sino partiendo de la base de
delimitar un modelo de significados del diferencial, intervenir en los programas de
formacion inicial con el objetivo de incentivar el desarrollo de competencias y
conocimientos de futuros profesores para el disefio e intervencion didactica. Esto
constituye una contribucion significativa a la educacion matematica y, en particular, a la

formacién de profesores de matematicas.

Es esencial considerar que los profesores de matematicas desempefiaran un papel
en una variedad de contextos educativos y disciplinas, no limitados exclusivamente a las
matematicas. Por lo tanto, es fundamental disefiar experiencias formativas que permitan
a los profesores comprender los significados de los objetos matematicos, como el
diferencial, en diversos contextos. Esto les proporcionara las habilidades necesarias para
abordar preguntas profesionales, como la relevancia de ensefiar ciertos conceptos en un
contexto particular y la utilidad de dichos conceptos para los estudiantes a quienes estan

formando.

Para abordar este problema, nos posicionamos bajo la perspectiva del Enfoque
Ontosemidtico, cuyos nociones teoricas y herramientas metodoldgicas vienen siendo
utilizadas en bastas investigaciones para abordar este tipo de acciones en contextos

matematicos diversos.

A continuacion, se profundizan en las diversas herramientas del EOS que daran

luz para el logro de los objetivos planteados.
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Capitulo 3: Emergencia del Concepto de Diferencial: Estudio

Histdrico-Epistemoldgico

3.1 Introduccion

El concepto de diferencial emerge de las situaciones-problemas que involucran a
las diferencias, incrementos infinitamente pequefios, infinitesimales, variaciones o
cambios muy pequefios, cantidades que pueden considerarse tan pequefia como se quiera,
pero nunca cero, aproximacion lineal y estimacion. Estas situaciones surgen en el
contexto de las matematicas, a partir del planteo del calculo de la tangente a una curva, la
longitud de la curva, el area de una regién o el volumen de un sélido de revolucion. Pero
también surgen en otras ciencias, como la fisica, la quimica, biologia, economia, etc.,
donde los diferenciales son utilizados como una excelente herramienta para modelizar o
matematizar los cambios pequefios o infinitamente pequefios de los fendbmenos de estudio
(Arcos, 2004; Gomez, 2019; Oldenburg, 2016).

Teniendo en cuenta que el diferencial es un concepto polisémico (Lopez-Gay et
al., 2015), que presenta diferentes significados segun las configuraciones de practicas,
objetos y procesos que la caracterizan, creemos necesario realizar en este capitulo, un
estudio histérico—epistemoldgico que permita reconocer, en un primer momento, a lo
largo de la evolucion historica del calculo, los problemas y las practicas matematicas que
permitieron el surgimiento y evolucion del concepto de diferencial junto con los objetos

que intervienen en las mismas.
3.2 Origeny Evolucion del Concepto de Diferencial

A continuacién, realizamos una presentacion de los principales aportes del

concepto de diferencial a lo largo de los siglos del XVI1I hasta XX.
3.2.1 Los incrementos pequefios de Fermat

En la década de 1630 Fermat desarroll6 un método para encontrar tangentes a
cualquier curva polindmica. El procedimiento consistia en, por ejemplo, para encontrar
la tangente a la parabola y = x2 en el punto (x, x2), en primer lugar, se consideraba el
punto x + e sobre el eje X y s a la subtangente de la parabola en el punto (x, x2), como

se puede observar en la Figura 3.1. A partir de la semejanza de triangulos que quedan
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. . _ 2 k .
determinados es posible escribir que x? = donde Fermat afirma que k es “adecuado o

lo mas parecido” a (x + e)? nos queda que k = (x + e)? y al reemplazarlo obtenemos lo

siguiente:

IR

x?>  (x+e)?
S s+e

Despejamos s de la ecuacion (la numeracion es solo para guiar la lectura del
procedimiento)

2

x%e
1 x*(s+e) = s(x +e)? 5 A
( ) = s( ) Gt el 2
2
2 x?%s + x%e = s(x + e)? 6 s = xe
x% + 2xe + e? — x?
3 x%e = s(x +e)? — x?s 7 SZL
“e(2x +e)
X2
4 x%e = s[(x + e)? — x?] 8 s =
2x+e

2
Por lo que resulta quex? =2x+e

2
Donde x? representa la pendiente de la tangente a la parabola y = x? en el punto

(x,x2), luego Fermat “elimina” la e obteniendo asi la pendiente de la tangente.
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Figura 3.1

Método de Fermat para el célculo de la tangente

/

El método empleado fue muy criticado por Descartes por la utilizacién de la e ya
que en un principio en el procedimiento se podia dividir por e como si no fuese cero, pero
luego se lo eliminaba como cero. Sobre este hecho Kleiner (2012) afirma que “la
misteriosa e de Fermat encarnaba una idea crucial: la entrega de un "pequefio™ incremento

a una variable” (p. 70).

Como se puede observar, en el procedimiento del calculo de la tangente de Fermat,
identificamos un lenguaje geométrico y algebraico con simbolos y términos como la ‘e’

para expresar un incremento pequeflo, ‘=’ como ‘adecuado o lo mas parecido’.

Las practicas matematicas empleadas para la resolucién de este problema
siguieron siendo tema de discusion por grandes matematicos, fisicos y filosofos por la

utilizacion de las cantidades pequefias.
3.2.2 El célculo de los diferenciales de Leibniz

El célculo de Leibniz fue cambiando a lo largo del tiempo y su concepto central
es el diferencial. Leibniz considera que una curva esta compuesta por un poligono con
infinitos lados, cada uno con longitud infinitesimal, similar a la concepcion griega del
circulo como un poligono de infinitos lados. En la curva se asocia una secuencia infinita
de abscisas x; , x, , x5, ... Y una secuencia infinita de ordenadas y; , y, , ys , ... donde cada

(x; , ;) representan las coordenadas de los puntos de la curva.
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El diferencial de x, denotado por dx es la diferencia entre dos valores sucesivos
de x, al igual que el diferencial de y como dy. “El diferencial dx es una cantidad fija
distinta de cero, infinitamente pequefia en comparaciéon con x — en efecto, un
infinitesimal” (Kleiner, 2012, p. 75).

En la curva hay una secuencia de diferencias x; — x;_, correspondientes a las
abscisas x; ,x, ,x3,... de la curva y cada lado del poligono que constituye la curva se
denota con ds, que son infinitos e infinitesimales. A partir de los infinitesimales
dx,dy,ds se determina el triangulo caracteristico de Leibniz, como se observa en la
Figura 3.2, que satisface la relacion (ds)? = (dx)? + (dy)? donde el lado ds de la curva
(lado infinitesimal del poligono) se considera coincidente con la tangente a la curva en el
punto (x,y). Sobre este hecho Leibniz afirma: “encontrar una tangente es dibujar una
linea recta que une dos puntos de la curva que tienen una distancia infinitamente pequefia,
es decir, el lado prolongado del poligono infinitoangular que para nosotros es o mismo
que la curva” (Leibniz, 1684, p. 223, citado en Bos, 1974, p. 19).

Figura 3.2

Triangulo caracteristico de lados infinitesimales dx, dy, ds de Leibniz

y

Fuente: Kleiner (2012, p. 76).

A partir del triangulo diferencial obtenemos que la pendiente de la tangente a la

. . . . d
curva en un punto (x,y) queda determinada por el cociente de diferenciales d—z

denominado cociente diferencial.
Leibniz consideraba a la integral como una suma de infinitos rectangulos

infinitesimales de base dx y altura y, como se observa en la Figura 3.3. Respecto de los

triangulos que quedan determinados entre la curva y los rectangulos Leibniz sefiala que
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“son infinitesimales en comparacion con dichos rectangulos, [y] pueden omitirse sin
riesgo” (Edwards, 1979, p. 257). Los tridngulos que sobran son los tridngulos
caracteristicos de Leibniz y pueden ser vistos como un vinculo entre la diferenciacion y
la integracion. La notacién empleada para la integral es [ xdx, donde el simbolo | es una
S alargada e indica una suma. Tanto Newton como Leibniz calculan las integrales por

antidiferenciacion.

Figura 3.3

La integral de Leibniz como una suma infinita de rectangulos infinitesimales

dy

dx

/ z

Fuente: Kleiner (2012, p. 76).

Para calcular la tangente en un punto (x, y) a la curva de la conica x? + 2xy = 5,
en primer lugar, se reemplazaba a x e y por x + dx e y + dy, respectivamente, porque el
punto (x + dx,y + dy) es un punto de la conica que se encuentra infinitamente cerca de

(x,y). Al reemplazar nos queda:

x2+2xy=5 (1)
(x+dx)>+2(x+dx)(y+dy)=5

x% + 2xdx + (dx)? + 2xy + 2xdy + 2ydx + 2dxdy =5 (2)

En este punto del desarrollo del ejercicio se descartan (dx)?y 2dxdy porque se
consideran insignificantes en comparacion con los otros términos y restamos las

ecuaciones (1) y (2), resultando:

2xdx + 2xdy + 2ydx = 0
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Dividimos a ambos miembros por dx para obtener el cociente de diferenciales d—i

2x + 2 dy+2 =0
X+ 2x-—+2y=

+ dy+ =0

XX T T
dy —x—y
dx  x

Se obtiene de esta manera un procedimiento que permite encontrar la pendiente

. . . . . d
de la tangente a cualquier curva por medio del cociente de diferenciales d—i :

Como podemos observar en el célculo de Leibniz, el diferencial emerge de las
situaciones-problemas donde intervienen las cantidades infinitamente pequefias,
cantidades consideradas desde un contexto y lenguaje geométrico (Arcos, 2004; Bos,
1974).

3.2.3 El céalculo de las fluxiones de Newton

El célculo de Newton y Leibniz se basa en la nocién de infinitesimal, donde se
entiende que un infinitesimal era una cantidad infinitamente pequefia, menor que

cualquier cantidad finita pero no nula (Martinez-Torregrosa et al., 2002).

Para Newton las variables eran “fluidos”, desde un enfoque geométrico y
cinematico, de una cantidad que experimenta un cambio continuo, es decir, que

implicitamente consideraba las variables como funciones que dependian del tiempo.

La “fluxién” era la tasa de cambio instantanea (velocidad instantdnea) del fluido x, cuya
notacion es x, y para calcular x se considera el movimiento de un punto en una curva

flx,y) =0

Como la composicion de los movimientos horizontales y verticales con
velocidades x e y, respectivamente (...), y desde la direccidén del movimiento de un punto

en lacurvaesalo largo de la tangente a la curva, se deduce que la pendiente de la tangente

alacurva f(x,y) = 0 enun punto (x,y) en la curva es% (Kleiner, 2012, p. 73).
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Figura 3.4

Descomposicion de Newton sobre el movimiento de un punto en una curva

Fuente: Kleiner (2012, p. 73).

. . ., . d . d .
En términos de la notacion actual & = =y y = = donde la pendiente de la recta

tangente, la derivada en el punto queda representado por el cociente de fluxiones % A

continuacion, desarrollamos un ejemplo de como se calculaba la pendiente de la recta
tangente a la curva de ecuacion x3 — ax? + axy — y3 = 0 en un punto (x,y). Newton
considera un intervalo de tiempo infinitamente pequefio denotado por o, donde xo e yo
representan incrementos infinitesimales en x e y, respectivamente, suponiendo que
distancia = velocidad x tiempo = xo0 0 yo. Las velocidades instantdneas x e y del
punto (x, y) permanecen constantes durante todo un intervalo de tiempo infinitamente
pequefio o. Newton denomina a xo e yo como momentos, y un momento de un fluido es

la cantidad que aumenta en un periodo de tiempo infinitesimal.

Entonces el punto (x + xo0, y + yo) esun punto de la curva infinitamente préximo
a (x,y). Donde Newton afirma que “de modo que si las lineas descritas [coordenadas]
son x e y en un momento, sern x + xo e y + yo en el proximo” (Kleiner, 2012, p. 73).
Luego sustituimos el punto (x + xo,y + yo) en la ecuacion algebraica y resolvemos de

la siguiente manera:
(x+x0)3 —alx +%0)?> +alx +x0)(y +y0)— (y+7v0)3=0 (1)
x3 + 3x%x0 + 3x(%0)? + (x0)3 — ax? — 2axxo — a(x0)? + axy + axyo + axoy +
axoyo —y* —3y?yo — 3y(y0)* — (yo)* = 0 (2)
Restando las ecuaciones (1) y (2) eliminamos los términos x3 — ax? + axy — y3

y dividimos por o, nos queda:
3x%x + 3xx%0 + x30% — 2axx — ax?o + axy + axy + axyo — 3y?y — 3yy?o —

}']302 =0
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Luego se eliminan los términos que contienen a o porque se los considera que son
“infinitamente menos” que los términos restantes (Kleiner, 2012), resultando una

ecuacion que relaciona x e y.
3x%x — 2axx + axy + axy — 3y?y =0
A partir de esta ecuacion podemos obtener la pendiente de la tangente a la curva
en cualquier punto (x, y) por medio de%
(3x% —2ax + ay)x + (ax —3y?)y =0
(3x% — 2ax + ay)x = (3y* — ax)y

y 3x*—2ax +ay

x  3yZ—ax

Con este procedimiento Newton observa un procedimiento general que permite

determinar la pendiente de la tangente de cualquier curva algebraica.
3.2.4 Del célculo de las curvas al calculo de las funciones por Euler

En 1696 L Hospital introduce de manera sistematica el calculo de Leibniz en su
libro de texto El andlisis de lo infinitamente pequefio, para la compresion de las lineas
curvas. Luego a principio del siglo XVII el calculo siguio6 desarrollandose con los aportes
de los hermanos Jakob y Johann Bernoulli pero como se puede observar en el titulo del
libro de L"Hospital “la principal preocupacion contemporanea del calculo era la
geometria de las curvas: tangentes, areas, volimenes, longitudes de arcos” (Kleiner, 2012,
p. 78). Por mas que Newton y Leibniz hayan desarrollado un aparato algebraico y
simbolico potente, su motivacion y aplicacion en los problemas lo realizaban con las
curvas desde un enfoque geométrico o fisico a partir del calculo de variables relacionadas

por ecuaciones.

A mediados del siglo XVIII, Euler hace un avance fundamental en el célculo al
introducir la nocion de funcion como pieza central del mismo. Euler no fue el primero en
trabajar con las funciones, pero fue el primero en considerar el calculo como una rama de
las matematicas que se ocupa del estudio de las funciones, de esta manera afirma Euler
que el célculo no se ocupa de curvas sino de funciones. Con lo cual permite reconocer
que la derivada como cociente diferencial y la integral no son producto de abstracciones

de las nociones de velocidad tangencial o instantanea, o bien, area o volumen; sino que
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son conceptos basicos del calculo que tienen que investigarse por si mismos (Kleiner,
2012).

3.2.5 Los infinitesimales y la busqueda del rigor en matematicas

Los matematicos del siglo XVII y XVIII observaban que los desarrollos que se
estaban realizando no estaban sentados sobre bases firmes, de hecho, eran conscientes de
que los infinitesimales no cumplian el axioma de Arquimedes, muy importante para la

teoria griega de la proporcion, para el algebra y la geometria del siglo XVII.

El axioma de Arquimedes dice que dados dos nimeros reales positivos a y b,
existe un namero entero positivo n tal que na > b. Pero si a es infinitesimal y
b =1, entonces na < 1 por cada nimero entero positivo n. (Kleiner, 2012, p.
81)

Newton y Leibniz intentaron dar explicaciones rigurosas a sus métodos de calculo,
pero no lograron dar respaldo l6gico a sus procedimientos. Leibniz dijo respecto de sus
diferenciales "sera suficiente simplemente usarlos como una herramienta que tiene
ventajas para el proposito del célculo, asi como los algebristas conservan raices

imaginarias con gran beneficio" (Edwards, 1979, p. 265).

El principal cuestionamiento que se le planteaba al calculo de Newton y Leibniz
era la consideracion de las cantidades infinitamente pequefia, ¢son cero?, ,cOmo se puede
dividir por eso?, ¢por qué en determinado momento se lo puede ignorar tratandolo como

cero? (Martinez-Torregrosa et al., 2002).

Frente a estos planteamientos Newton, en Principia trata de resolver esta dificultad
con la teoria de las razones primeras y ultimas, considerado como un “dispositivo para
tratar los limites de proporciones de cantidades geométricas expresadas en el lenguaje de
la geometria sintética” (Kleiner, 2012, p. 82). En un intento por definir un limite Newton
en el Lema | de los Principia introduce el concepto importante de igualdad ultima: “Las
cantidades y las proporciones de cantidades, que en cualquier tiempo finito convergen
continuamente a la igualdad, y antes del final de ese tiempo se acercan entre si por
cualquier diferencia dada, en Gltima instancia, se vuelven iguales” (Boyer, 1959, p. 197).

La aplicacion de esta nocidn se observa en el siguiente ejemplo: Dado un acorde
del arco AB de una curva y un segmento correspondiente AD de la tangente a la curva en

el punto A, como se muestra en la Figura 3.5. Si los puntos A y B se acercan y se
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encuentran, “la relacion ultima del arco, el acorde y la tangente, de uno a otro, es la
relacion de igualdad™ (Boyer, 1959, p. 197).

Figura 3.5

Relacion de Newton entre curva, arco y tangente

y

Fuente: Kleiner (2012, p. 83).

Luego Newton trabaja sobre las “proporciones finales de cantidades
evanescentes” (Kleiner, 2012, p. 82), refiriéndose en términos actuales al limite de la

proporcidn de cantidades cercanas a cero (la derivada).

Por la relacion final de cantidades evanescentes se debe entender la relacion de las
cantidades no antes de que desaparezcan, ni después, sino con la que se desvanecen ...
Esas proporciones finales con las que se desvanecen las cantidades no son realmente las
proporciones de las cantidades finales, sino limites hacia los cuales las relaciones de
cantidades que disminuyen sin limite siempre convergen; y al cual se acercan mas que
por cualquier diferencia dada, pero nunca van mas alla, ni alcanzan, hasta que las

cantidades disminuyen en el infinito. (Edwards, 1979, p. 225)

Como ejemplo (Kleiner, 2012) se plantea encontrar la tangente a la curva y =
x2 + 3x + 2 que siguiendo el procedimiento de Newton seria: En primer lugar, hay que
tener en cuenta que un incremento pequefio o en la variable x, produce un correspondiente

incremento en la variable y, el cual es:
[(x+0)?+3(x+0)+2] —[x?+3x + 2]

Ahora, por la relacion de incrementos, nos queda:
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[(x +0)?+3(x+0)+2] — [x?+3x + 2]
0

x>+ 2x0+0%>+3x+30+2—x%>—-3x—-2
0

2x0 + 0% + 30
0

(2x+ 0+ 3)o
0

2x+3+o0
1
En este punto, se deja que se desvanezca obteniendo la relacion dltima de

cantidades evanescentes, cantidades que Newton dice que se acercan a cero, resultando

2x + 3. Con la terminologia actual se obtiene % = 2x + 3.

Por su parte, Leibniz tenia varios enfoques para resolver los problemas de los
diferenciales, en algunas oportunidades reconocia su existencia real considerandolas
como cantidades infinitamente pequefias distintas de cero, pero mas pequefias que
cualquier cantidad real. En cambio, en otras ocasiones consideraba a los diferenciales
como “ficciones utiles para abreviar y hablar universalmente" (Edwards, 1979, p. 264).
Pero en otro momento, los diferenciales eran “cantidades finitas que pueden causar

errores, pero estos errores pueden ser tan pequefios como se desee” (Kleiner, 2001, p. 83).

Leibniz dice: “Si se preferia rechazar cantidades infinitamente pequefias, era
posible suponer que eran tan pequefias como se juzga necesario para que ... el error
producido no tenga ninguna consecuencia, o sea menor que cualquier magnitud dada.”
(Boyer, 1959, p. 215).

3.2.6 Lascriticas al uso de los infinitesimales

Durante el siglo XVIII los matematicos contemporaneos realizaban fuertes
criticas al calculo de Newton como al de Leibniz sobre los fundamentos I6gicos de los
mismos. El obispo George Berkeley se destaca por sus criticas planteadas en su ensayo
titulado The Analyst (1743) con subtitulo, Un discurso dirigido a un matematico infiel,
donde intenta desacreditar al calculo como herramienta fundamental del progreso de la
ciencia. La principal critica realizada por Berkeley era sobre el uso de los infinitesimales
en el calculo como lo mencionan Edwards (1979, p. 294) y Kline (1972, p. 428):
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¢ Y cuéles son estos mismos incrementos evanescentes? No son cantidades finitas,
ni cantidades infinitamente pequefias, ni nada. ;(No podemos llamarlos los
Fantasmas de las cantidades difuntas? ... En virtud de un doble error, llegas,

aunque no a una ciencia, sino a la verdad.

Una respuesta a las preguntas de Berkeley fue dada por d’Alembert en 1754 en un
articulo titulado Différentiel de la Encyclopédie. La concepcion de derivada de Newton
como razon ultima fue reemplazada por d’ Alember por una concepcion de derivada como
el limite de un cociente de incrementos, es decir, que: “La diferenciacion de ecuaciones
consiste simplemente en encontrar el limite de la razén de las diferencias finitas de las

dos cantidades contenidas en la ecuaciéon” (Edwards, 1979, p. 295).

D’Alember consideraba que: “Una cantidad es el limite de otra si la segunda puede
acercarse a la primera mas cerca que por una cantidad dada, de modo que la diferencia
entre ellas es absolutamente inasignable” (Boyer, 1959, p. 247). Observamos en la
definicién que d’Alember hace referencia al limite de una cantidad, no al limite de una
funcién y no se permitia que el limite de la cantidad oscile alrededor de su limite (Kleiner,
2012).

En 1784 la Academia de Berlin ofrecié un premio al que pueda explicar como se
han desarrollados tantos teoremas verdaderos bajo la existencia de los infinitesimales,
considerado como suposicion contradictoria. La respuesta vino de la mano de Lagrange
quien formuld sus ideas en dos libros Théorie des fonctions analytiques (1797) y Lecons
sur le calcul des fonctions (1801) (Kleiner, 2012). Lagrange al intentar dar fundamentos
rigurosos al célculo, lo redujo a un enfoque algebraico donde eliminé las referencias
entorno a los infinitesimales o limites, y en consecuencia los diferenciales, mencionando
que: “los principales teoremas del calculo diferencial sin el uso de cantidades
infinitamente pequefias o que se desvanecen o limites y fluxiones, y reducidos al arte del

analisis algebraico de cantidades finitas" (Kline, 1972, p 430).

La consideracion de las series de potencias como polinomios infinitos, utilizadas
por Lagrange en su andlisis algebraico fue predominante en el siglo XVIII. Pero la
principal contribucién de Lagrange al calculo fue su enfoque funcional, es decir, la
utilizacion de notacion funcional para las derivadas, con lo cual se reconoce de manera
explicita que la derivada de una funcion es otra funcion, pasando de esta forma al calculo

de funciones y derivadas en lugar del calculo de diferenciales y fluxiones (Kleiner, 2012).
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Dedekind, Weierstrasss y otros comenzaron a trabajar desde un nuevo enfoque en
el célculo, desde la aritmética, producto de los vacios de las formulaciones aritméticas-
algebraicas y las justificaciones geométricas intuitivas. Es por lo que Dedekind plantea
encontrar una base puramente aritmética y rigurosa para los principios del analisis
infinitesimal porque menciona que las afirmaciones del célculo diferencial se basan en
magnitudes continuas, pero en ninguna parte se realiza una explicacién de esta
continuidad. El tiempo de la “aritmetizacion del analisis” (término utilizado por Felix
Klein) se debe al proceso de establecer los teoremas del céalculo desde la aritmética. Este
hecho se debe a que desde los inicios del calculo hasta la época de Cauchy los nimeros
reales se consideraban geométricamente y esto llevaba a que los fundamentos de los
teoremas del calculo se basaran en consideraciones geométricas e intuitivas. La
perspectiva de Dedekind y Weierstrass permitio reconocer que una definicion aritmética
rigurosa de los nimeros reales resolveria los problemas de los fundamentos del calculo
infinitesimal (Kleiner, 2012).

Weierstrass desarrollé una definicion estatica del concepto de limite utilizando
desigualdades de € y 6, a diferencia de Cauchy cuya definicion se consideraba que se
basaba en una concepcion intuitiva y cinemética. Con la formulacion del concepto de
limite en € — &, Weierstrass logra eliminar a los infinitesimales que fueron utilizados por

Cauchy y sus predecesores por mas de dos siglos.
3.2.7 Ellimite y el diferencial de Cauchy

La evolucion histérica—epistemoldgica del objeto diferencial fue cambiando de
enfoque a lo largo de los siglos, en el siglo XVII predomino en gran medida un enfoque
geométrico, en el siglo XVI111 un enfoque algebraico. Pero a partir de 1821 con los aportes
de Cauchy, Bolzano, Dedekind y Weierstrass se puede decir que comienza un nuevo
enfoque en el calculo basado en la aritmética, resultado de las siguientes caracteristicas

fundamentales que se dieron en este tiempo y que son descritas por Kleiner (2012):
— La consideracion de la nocion de limite como concepto subyacente del célculo.

— El reconocimiento del lugar central que ocupan las desigualdades en las pruebas

y definiciones.

— EI reconocimiento de que la validez de los resultados en el calculo depende del

dominio de definicién de una funcion.
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— La compresion de que para tener una base ldgica del calculo es necesario una
compresion de la naturaleza de los nimeros reales, y dicha compresion se tiene
que basar en una concepcion aritmética mas que geométrica de la continuidad de

los nimeros reales.

Cauchy trabaj6 sobre los fundamentos rigurosos del calculo, producto de ello se
observa en su Cours d'analyse de 1821 y los textos de 1823, 1826 y 1829, donde establecio
al concepto de limite como el central del célculo sobre el cual debian basarse los demas
conceptos de continuidad, convergencia, derivada e integral. Este cambio condujo a
ubicar a los diferenciales en un lugar marginal dentro del célculo, ocupando su lugar
central la derivada y reduciendo al diferencial a una expresion que depende de ella. La
definicion del concepto de limite de Cauchy es: “Cuando los valores sucesivos atribuidos
a una variable se aproximan indefinidamente a un valor fijo, que eventualmente difiere
de ¢l tan poco como se desea, ese valor fijo se llama limite de todos los demas” (Kitcher,

1984, p. 247).

La diferencia de Cauchy, de Newton y d’Alembert es que en su definicion de
limite no menciona qué sucede cuando la variable alcanza su limite y no dice que no

puede oscilar su limite.
La definicion de Bolzano y Cauchy de continuidad es:

La funcion f(x) serd, entre los dos limites asignados a la variable x, una funcion
continua de esta variable si, para cada valor de x entre estos limites, el valor
numeérico de la diferencia f(x + a) — f(x) disminuye indefinidamente con a. En
otras palabras, la funcién f(x) permanecera continua con respecto a x entre los
limites dados si, entre estos limites, un incremento infinitamente pequefio de la
variable siempre produce un incremento infinitamente pequefio de la funcién
misma. (Edwards, 1979, pp. 310-311)

Como se puede observar en la definicion, Cauchy emplea los infinitesimales.
Consideraba que “un infinitesimal es una variable cuyo limite es cero, en lugar de una
constante, como en el uso comun de los siglos XVII y XVIII” (Kleiner, 2012, p. 90).
“cuando los valores absolutos sucesivos de una variable disminuyen indefinidamente de
tal manera que sea menor que cualquier cantidad dada, esa variable se convierte en lo que

se llama infinitesimal. Dicha variable tiene cero para su limite” (Kitcher, 1984, p. 247).
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La evolucion del concepto de derivada tiene varias etapas, la derivada como
tangente fue utilizada por Fermat y otros en el siglo XVII, la derivada como fluxién y
diferencial fue utilizada por Newton y Leibniz, respectivamente. El desarrollo de la
definicion de derivada desde un enfoque algebraico vino de Lagrange en 1790, la
definicion en términos de limite e infinitesimales fue dada por Cauchy en 1820, la
definicién en términos de épsilon—delta fue dada por Weierstrasss en 1870 (Kleiner,
2012). La definicién de Cauchy es:

Cuando una funcion y = f(x) permanece continua entre dos limites dados de la
variable x, y cuando se asigna a dicha variable un valor encerrado entre los dos
limites en problema, entonces un incremento infinitamente pequefio asignado a la
variable produce un incremento infinitamente pequefio en la funcion misma. En
consecuencia, si se pone Ax = i, los dos términos de la razén de diferencias

Ay flx+i)—f&)
Ax i
seran cantidades infinitamente pequefias. Pero, aunque estos dos términos se

acercaran al limite cero de manera indefinida y simultanea, la relacion en si misma
puede converger hacia otro limite, ya sea positivo o negativo. Este limite, cuando
existe, tiene un valor definido para cada valor particular de x; pero varia con x ....
La forma de la nueva funcion que sirve como limite de la relacion [f(x + i) —
f(x)]/i dependera de la forma de la funcion propuesta y = f(x). Para indicar
esta dependencia, uno le da a la nueva funcién el nombre derivado de la funcién
y la designa con la ayuda de un acento mediante la notacion y' o f'(x). (Edwards,
1979, p. 313)

Como podemos observar en el marco del calculo de Cauchy, los conceptos que
surgen con mayor fuerza dejando a un lado al diferencial son el limite y la derivada,
pasando de un lenguaje geométrico, caracteristico de Leibniz, a un lenguaje algebraico y
simbolico. Los términos infinitesimales y las cantidades infinitamente pequefias se siguen
utilizando en las préacticas matematicas operativas y discursivas, pero desde otra
perspectiva ya que involucran una trama de objetos (lenguaje, conceptos, proposiciones,
procedimientos, argumentos) que permiten construir un nuevo significado parcial del

diferencial.
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3.2.8 El diferencial de Fréchet

Fréchet considera el diferencial, no solo para funciones reales de varias variables
sino también para funcionales. Observa que la definicion usual de diferencial tiene serios
inconvenientes logicos y pedagdgicos, que se pueden evitar mediante una modificacion
de la definicién. Con la definicidn usual se refiere a asumir solo la existencia de la primera
derivada parcial, mientras que las limitaciones se refieren a los supuestos de continuidad
(Taylor, 1974, p. 356).

Fréchet propone una definicién geométrica, diciendo que f(x, y) es diferenciable
en (xo,¥0), con diferencial df = pAx + qAy si la superficie z = f(x,y) tiene un
plano tangente no paralelo al eje z en dicho punto. La forma analitica de este requisito es
que Af = f(xo+ 4x, yo + 4y) - f(x0,y,) debe ser expresable como Af = df +
eA. Donde A es la distancia, que puede ser la suma de valores absolutos de los
incrementos, la distancia euclidiana, o el méximo de los valores absolutos de los

incrementos, mientras que € debe tender a cero cuando la distancia se aproxima a cero.

Geometricamente, el punto de vista diferencial tal como se hace en este marco
conduce a una concepcién de la tangente a una curva que no es la concepcion clasica, esto
es, la tangente en M como la posicion limite de las secantes que pasan por M. Mas bien
es la siguiente: La tangente en M a la curva C asociada a la funcion f es la recta que mejor
aproxima localmente a C; de manera mas precisa, es la Gnica recta que aproxima a C hasta
un primer orden en las proximidades de M; o todavia: la tangente M a la curva C es la
recta con la cual tiende a confundirse C cuando se amplia mediante zooms sucesivos en
una vecindad de M (Alibert y Legrand, 1989, p. 113).

El diferencial de Fréchet, recupera caracteristicas del diferencial de Cauchy,
formulando una definicion rigurosa sin necesitar de las cantidades infinitesimales, pero
también presenta caracteristicas del diferencial de Leibniz, porque recupera la idea de
aproximacion. De esta manera plantea Lopez-Gay (2001) se lograr conciliar el rigor, que
fue muy criticado y buscado por Leibniz y Newton; con una utilidad para resolver

problemas fisicos y geomeétricos.
3.2.9 El analisis no estandar de Robinson

Con los aportes de Weierstrass los infinitesimales perdieron su lugar en el célculo,

pero en 1960 volvieron a resurgir como objetos matemaéticos y definidos de manera
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rigurosa en el andlisis no estdndar desarrollado por el légico mateméatico Abraham
Robinson.

El calculo desarrollado por Weierstrass y otros se basaba en el campo R ordenado
y completo de los nimeros reales, pero el analisis no estandar se basa en el campo R*

ordenado, pero no completo, de los nimeros hiperreales.

R* es un campo de extension de R en el que se pueden definir rigurosamente los
infinitesimales: € € R* es infinitesimal si -a < & < a para todos los positivos
a € R. Por lo tanto, el Unico infinitesimal real es cero. El inverso de un
infinitesimal distinto de cero es un namero infinito (hiperreal). (Kleiner, 2012, p.
94)

El surgimiento del analisis no estandar fue posible, en parte, por los trabajos de
Skolem sobre los modelos no estandar de aritmética y por la teoria de modelos de la l6gica

matematica, como lo menciona Robinson (1966, p. Vii):

en el otofio de 1960 se me ocurrié que los conceptos y métodos de la ldgica
matematica contemporanea son capaces de proporcionar un marco adecuado para
el desarrollo de Calculo diferencial e integral mediante ndmeros infinitamente

pequefios e infinitamente grandes.

Lo irénico de esta situacién dice Kleiner (2012) es que los infinitesimales fueron
excluidos del calculo en el siglo XIX porque no presentaban una fundamentacion légica

rigurosa, pero en el siglo XX se hicieron respetar, matematicamente, gracias a la logica.

El teorema de parte estandar desarrollado por Robinson menciona que “por cada
numero hiperreal finito a, existe exactamente un numero real ‘infinitamente cercano’,
denotado por st(a). (Dos numeros hiperreales estan infinitamente cercanos si su
diferencia es infinitesimal)” (Kleiner, 2012, p. 96). Para calcular la derivada de una
funcion f(x) estandar se procede a calcular f' (x) = st{[f(x + &) — f(x)] / €} siendo

un infinitesimal. En comparacion con el procedimiento de Leibniz para el calculo de la

tangente a la curvay = f(x) en el punto (x, y) por %, donde Z—z = W que para

la funcién f(x) = x? llegaria en el Gltimo paso a la expresion 2x + dx con lo cual la

derivada se identificaria con 2x. En cambio, en el analisis no estandar seria f'(x) =

f(x+dx)—f(x)

st{ ™

} y para hallar la derivada de la misma funcion se llegaria a st(2x +
dx) = 2x.
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3.3 Sintesis y Conclusiones

El concepto diferencial surge con Leibniz con las cantidades infinitamente
pequefias con un gran potencial por su utilizacion en la resolucién de situaciones—
problemas matematicos como el célculo de la tangente, longitud de arco, cuadraturas,
superficies y volumenes, pero también se presenta como una herramienta por excelencia
por su gran desarrollo en el campo de las ciencias experimentales, en especial, en la fisica
(Lopez-Gay et al., 2015; Pulido, 1997).

Se puede observar que en este estudio histérico—epistemologico los lenguajes
utilizados para trabajar con los diferenciales fueron: natural, geométrico, algebraico y
simbolico (0,4, d,dx,dy). Los términos y conceptos que permiten identificar al
diferencial son: diferencia, incremento pequefio, infinitamente pequefio, aproximacion,

aproximacion lineal, estimacion lineal e infinitesimal.

Con el surgimiento y consolidacion del concepto de limite y ndmero real, los
infinitesimales perdieron su estatus dentro del calculo en las matematicas, pero no fueron
desterrados porque siempre estuvieron presentes en las aplicaciones en las ciencias

experimentales (Pulido, 1997).
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Capitulo 4: Modelo Ontosemiotico de Referencia del Concepto

Diferencial

El contenido de este capitulo aparece publicado en:

Verdn, M. A. y Giacomone, B. (2021). Analise dos significados do conceito de diferencial
de uma perspectiva ontosemiotica. Revemop, 3, €2021009.
https://doi.org/10.33532/revemop.e202109

4.1 Introduccién

Diversos estudios revelan que existen dificultades en torno al concepto de
diferencial en sus facetas epistémicas, cognitivas e instruccionales. En cuanto a lo
epistémico encontramos a investigaciones como las de Artigue y Viennot (1987), Bos
(1984), Kleiner (2012), Lopez-Gay (2001), Pulido (1997), Tall (1981), Valdivé y Garbin
(2008), entre otros, que analizan la evolucién historia del concepto de diferencial y su
estrecha relacién con nociones como cantidad infinitamente pequefia, infinitesimal,

aproximacion lineal, aproximacién o estimacion lineal del incremento, etc.

Por los aspectos cognitivos, Gomez (2019), Martinez-Torregrosa et al. (2002), y
Lopez-Gay et al. (2015), plantean que una de las dificultades se produce por la diversidad
de significados que se les presenta a los estudiantes, ya que por un lado hay que tener en
cuenta las diferentes definiciones que se fueron presentando a lo largo del desarrollo del

calculo y las diferentes representaciones y contextos en los cuales emerge el diferencial.

En los aspectos instruccionales, se muestran las dificultades que genera la
complejidad del concepto, por un lado, por las diferentes formas que se presentan en los
libros de textos de célculo, antiguos y actuales, y, por otro lado, por el abordaje del
concepto de diferencial que implica una puesta en escena de una seria de conceptos que
varian en su generalizacién y/o complejidad segun el significado que se pretenda trabajar

con los estudiantes.

En este capitulo se analiza los diversos significados del diferencial de una funcién
aplicando, herramientas teoricas y metodologicas del Enfoque Ontosemidtico (EQOS) del

conocimiento y la instruccion matematicos. Se trata de elaborar una reconstruccion de los
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significados de este concepto, en términos de configuraciones ontosemidticas de
practicas, objetos y procesos empleadas en la resolucion de una situacion-problema, en
las que el concepto diferencial interviene de manera clave. Para ello se tuvieron en cuenta
investigaciones previas (Lépez-Gay, 2001; Pulido, 1997), con la finalidad de identificar
los tipos de situaciones-problemas, ademas de las configuraciones de practicas, objetos y
procesos asociados, que permiten reconocer los significados parciales del diferencial.

La finalidad de este estudio es construir un modelo ontosemiotico de referencia,
dirigido a cursos preuniversitarios y primeros cursos de calculo, sobre los significados
del diferencial, a partir del cual se podra realizar diferentes proyecciones e implicancias
en la ensefianza y aprendizaje de este concepto, y en la formacion de profesores de
matematica en la didactica del analisis matematico. Ademas, se pretende identificar las
interconexiones entre los significados parciales, con la finalidad de establecer niveles de

generalizacion y formalizacion entre los significados.

En el Capitulo 3 se presentaron los resultados de un estudio histérico
epistemoldgico sobre el origen y evolucion del concepto de diferencial, en el cual se
establece que el diferencial surge con Leibniz con las cantidades infinitamente pequefias
con un gran potencial por su utilizacion en la resolucion de situaciones—problemas
matematicos como el calculo de la tangente, longitud de arco, cuadraturas, superficies y
volumenes, pero también se presenta como una herramienta por excelencia por su gran
desarrollo en el campo de las ciencias experimentales, en especial, en la fisica y en la
ingenieria (LOpez-Gay et al., 2015; Oldenburg, 2016; Pulido, 1997).

Para mostrar la reconstruccion de los significados del concepto de diferencial,
tomamos una situacion problema como el célculo de la recta tangente a una curva para
identificar los sistemas de practicas operativas y discursivas que hacen que emerja el

concepto de diferencial en la configuracion de practicas, objetos y procesos.
4.2 Problema especifico de investigacion y Marco Teorico

Para la reconstruccion de los significados del concepto de diferencial de una
funcion real de variable real partimos de los siguientes interrogantes para poner en
cuestionamiento los diferentes significados en conjunto con los objetos matematicos que
intervienen de donde emerge el diferencial. Concretamente nos planteamos las siguientes

cuestiones:

1. ¢Cuales son los diversos significados del diferencial?
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2. ¢Qué elementos permiten distinguir los significados del diferencial?

3. ¢Como se relacionan y articulan entre si los diversos significados del

diferencial?

4. ¢Es posible definir un modelo para categorizar los significados del
diferencial segun el grado de generalidad y formalizacion de los objetos

intervinientes?

Las respuestas a estos interrogantes nos permitiran caracterizar y establecer
niveles entre los diversos significados del diferencial, en funcién de las configuraciones
de précticas, objetos y procesos, que intervienen en la resolucion de las situaciones-

problemas, donde se pone en juego el concepto de diferencial.

Para lograr la construccién de un modelo de referencia de los significados del
diferencial utilizaremos las nociones de significados sistémico-pragmatico vy
configuracion ontosemidtica de practicas, objetos y procesos del EOS (Godino et al.,
2007; Font et al., 2013).

4.3 Metodologia

La metodologia por emplear es de tipo cualitativo—descriptivo e historico porque,
en primer lugar, hace foco en la reconstruccién de los significados parciales del
diferencial a lo largo de la historia del calculo, el cual se presento en el Capitulo 3, y luego
se realiza un andlisis ontosemiotico de las précticas, objetos y procesos que intervienen

en la resolucion de situaciones-problemas asociadas a cada tipo de significado.

Con respecto al método a emplear para la recoleccion de datos, en primer lugar,
se realizd un estudio documental historico-epistemoldgico sobre el origen y evolucion del
concepto diferencial para construir un significado de referencia de este. (Godino et al.,
2007). Para este estudio se consultaron diferentes fuertes de informacion, como libros,
revistas y paginas especializadas en didactica de la matematica y en la historia de las

matematicas.

Posteriormente se realizd un analisis ontosemidtico (Godino, 2002) de los
significados puestos en juego en la resolucion de situaciones-problemas a partir de la
identificaciéon de los objetos y procesos que intervienen en las practicas matematicas

operativas y discusivas.
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Para el analisis ontosemiotico, en primer lugar, seleccionamos una situacién—
problema y sus diferentes formas de resolucion. Luego se identificaron los objetos
primarios intervinientes en las practicas matematicas reconociendo los diferentes grados
de generalidad y formalidad, lo que permitidé establecer los significados parciales del
objeto y definir relaciones jerarquicas entre ellas en funcion de su complejidad (Burgos y
Godino, 2020).

Para la organizacion y estudio de los datos del analisis ontosemidtico se optd por
utilizar la tabla propuesta por Godino et al. (2017) para establecer relaciones entre las
practicas matematicas, en la primera columna; los usos e intencionalidad de estas, en la
segunda columna; y en la tercera columna, los objetos matematicos que entran en juego

en cada practica.

Luego de cada tabla realizamos una reflexion en torno a como entran en juego los
objetos y procesos matematicos identificados, para reconocer el significado del concepto
que esté asociado a las practicas matematicas, operativas y discursivas, de la resolucion

del problema seleccionado.

Existen diversas investigaciones en el marco del EOS que utilizaron la técnica del
analisis ontosemiotico (Godino, 2002) para el estudio de los significados de diferentes
contenidos matematicos, como por ejemplo para el caso de la proporcionalidad (Burgos
y Godino, 2020; Godino et al., 2017), para las igualdad de nameros reales (Wilhelmi et
al., 2007), para la derivada (Pino- Fan et al., 2011) y la antiderivada (Gordillo y Pino-
Fan, 2016).

4.4 Analisis y Resultados: Significados Parciales del Concepto de Diferencial

En esta seccion presentamos el andlisis ontosemidtico de las practicas
matematicas operativas y discursivas, que se utilizan para resolver una situacion-
problema en la cual intervienen conceptos y técnicas del calculo diferencial. La
configuracidn de practicas, objetos y procesos que se ponen en juego en la solucion de un
tipo de problema, en la que interviene de manera esencial el concepto de diferencial,
constituye el significado pragmatico parcial de dicho objeto matematico. No obstante, en
dichas practicas intervienen ademas otros objetos conceptuales, lingisticos,
procedimentales, proposicionales y argumentativos cuyas identificaciones son
importantes para reconstruir la trama de funciones semioticas en la que el concepto de

diferencial participa.
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El anélisis de los significados del diferencial y sus relaciones con los conceptos
fundamentales del Céalculo, como la derivada y la integral, se realiza fijando la atencién
en los sistemas de préacticas que se realizan para resolver un problema especifico en los

marcos conceptuales elaborados por Leibniz, Cauchy, Fréchet y Robinson.
El problema especifico que hemos elegido es el siguiente:

Problema: ;Como trazar la tangente a la parabola y = x? en un punto P de la

curva?
4.4.1 Significado del diferencial en Leibniz

En el Caélculo de Leibniz una curva (cerrada) se concibe como un poligono de
infinitos angulos con un namero infinito de lados de longitud infinitesimal, cada uno de
los cuales coincide con una linea tangente a la curva. La secuencia béasica de variables
asociadas con la curva son las secuencias de abscisas x y ordenadas y de los infinitos

vertices de este poligono.

La diferencia de dos valores sucesivos de x es la diferencial dx, y similarmente
para dy. Se supone que las cantidades dx y dy no son cero sino
incomparablemente pequefias, y por lo tanto despreciables, con respecto a los
valores de las variables x e y. Del mismo modo, se supone que un producto de los
diferenciales, como (dx)(dy) o (dx)?, es a su vez despreciable en comparacion

con los diferenciales dx y dy. (Edwards, 1979, p. 261)

Apoyandonos en las descripciones que hacen Bos (1974), Edwards (1979) y
Pulido (1997), entre otros autores, de los conceptos y procedimientos que introdujo
Leibniz para abordar los problemas del Calculo, consideramos que la solucion del
problema de la tangente fue abordada segln la siguiente secuencia de practicas

discursivas y operativas:
4.4.1.1 Solucién geométrica

P1. Se considera a la curva y = x2, junto con el eje de abscisas y la ordenada en
x = 1, como un poligono infinitoangular, es decir, un poligono con un nimero infinito
de lados (Figura 4.1)

La curva como linea infinito-poligonal
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Figura4.1

La curva como linea infinito-poligonal

P2. “Encontrar una tangente es dibujar una linea recta que une dos puntos de la
curva que tienen una distancia infinitamente pequefia, es decir, el lado prolongado del
poligono infinitoangular que para nosotros es lo mismo que la curva” (Leibniz, 1684, p.

223, citado en Bos, 1974, p. 19). (Figura 4.1)

P3. En la curva y = x2 consideramos un lado PQ del poligono infinitoangular,
donde P y Q son dos puntos proximos cuya distancia es infinitamente pequefia. Al
prolongar el lado PQ se determinan nuevas cantidades geometricas variables como la

subtangente o = AT y la tangente T = PT (Figura 4.2).

Figura 4.2

Prolongacion del lado PQ para determinar la subtangente t=TA

y

89



P4. En el triangulo PRQ los lados PR, QR y PQ representan los incrementos o
diferencias Ax, Ay y As, respectivamente. PQ es un lado del poligono infinitoangular
cuya longitud es infinitamente pequefia. El triangulo PRQ se denomina triangulo

caracteristico o diferencial de lados dx, dy y ds (Figura 4.3)

Figura 4.3

Triangulo diferencial de lados dx, dy y ds

y

[}

N x

P5. Los tridngulos PRQ (triangulo diferencial) y el TAP, determinado por la
subtangente o, la tangente 7 y la ordenada y, son semejantes porque las hipotenusas estan
sobre la misma recta, los catetos correspondientes son paralelos y los angulos
correspondientes congruentes (Figura 4.3). Por tanto, las razones de los lados

correspondientes son iguales: dx: dy:ds = a:y: 1,

P6. dy es el cuarto proporcional entre la subtangente, la ordenada y dx, es decir

(1) 2 =2 siendo la subtangente AT = o
dx AT

P7. A partir de la ecuacion (1) se obtiene AT = yZ—;. Conocido AT es posible
ubicar el punto T.

P8. La tangente a la curva por el punto P se obtiene trazando la recta que pasa por

los puntosPy T.
4.4.1.2 Solucion algebraica

P9. Para el caso de la curva y = x2, los puntos infinitamente proximos P y Q se
relacionan de la siguiente maneray + dy = (x + dx)?;estoes, y + dy = x? + 2xdx +
(dx)?
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P10. Como se observa en la Figura 4.3 la diferencia de las ordenadas de los puntos
Q y R viene dada por dy = (x + dx)? — x2. Desarrollando el cuadrado del binomio y
cancelando los términos x? resulta dy = 2xdx + (dx)2. Luego se obtiene (2) dy =

2xdx, considerando que (dx)? = 0.
P11. De la expresion (2) se deduce que dx =$dy. Al multiplicar ambos
miembros por y, y dividimos por dy, se obtiene: (3) yZ—i =X =

P12. EI primer miembro de (3) representa la subtangente AT y el dltimo, la
expresion algebraica que permite calcular su valor en términos de cantidades conocidas

y ubicar el punto T.

P13. La recta tangente a la curva por el punto P se obtiene trazando la recta que

pasa por los puntos Py T.

En la Tabla 4.1 incluimos, para la secuencia de practicas P1 a P8 indicadas
anteriormente, el uso o intencionalidad de cada una de ellas en el proceso de resolucion
del problema, como asi también los objetos matematicos que se ponen en juego. Esta
configuracién de précticas y objetos constituye el significado sistémico-pragmatico del
concepto de diferencial en el marco del calculo infinitesimal de Leibniz, para el caso de
la solucion geometrica. La Tabla 4.2 incluye la configuracion correspondiente para la

solucion algebraica.

Tabla 4.1
Analisis ontosemidtico de la solucion geométrica del problema de la tangente (en el

marco del calculo de Leibniz)

Secuencia
de practicas . . . .
practi Usoe Objetos referidos en las practicas (lenguaje,
matematicas . . X o e
ara intencionalidad de conceptos, proposiciones, procedimientos,
P las précticas argumentos)
resolver la
tarea
- Lenguajes: natural, geométrico-cartesiano,
Visualizarlacurva —._ 2 =
. simbdlico
como un poligono ] . .
e Conceptos: curva, ecuacion, eje de abscisas y
de infinitos lados. . P
P1 . ordenada, poligono infinitoangular.
Construir el e ) .
1 Procedimientos: trazar la poligonal sobre la
poligono

curva considerando puntos sucesivos cuya

infinitoangular” . . S ~
distancia es infinitamente pequena.

91



Argumentos: la curva como linea infinito-
poligonal

Explicitar cuél es el
procedimiento para

Lenguaje: natural.

Conceptos: (...); tangente, linea recta, puntos
infinitamente préximos, magnitud longitud
(distancia), prolongacion.

Procedimientos: trazar una tangente es unir dos

P2 . : .
hallar la tangente a  puntos sucesivos de la curva con distancia
la curva en punto. infinitamente pequefia y prolongar el lado del

poligono infinitoangular
Argumentos: se aplica la definicion de recta
tangente a la curva.
Lenguajes: (...); notaciones: g, 7, ‘cantidades
geométricas variables’.

Determinar los Conce,[zt.os: (.. ..);bslubtangente, cantidad
geomeétrica variable.

P3 tasr?g(;?w(ta:storsy Prqcedim_ieqtqs: prolongar el lado PQ del
subtangente o a la poligono infinitoangular para obtener la
curva en el punto P subtangente o = A7_‘ y al tangente 7 = PT.

Argumentos: se aplica la definicion de tangente
y subtangente como segmentos determinados
por la recta tangente sobre los ejes.
Definir y Lenguajes: (...); notacionqs: ‘
representar el Ax,'Ay, As', dx,dy,ds y ‘triangulo caracteristico
triangulo o diferencial’. ‘ ‘ ‘

P4 caracteristico o _Conceptos: (.. .)_; trléng_ulo d}ferenc_lal,

diferencial de lados incrementos o diferencias, dlf_e,renmale_s,.
dx, dy y ds P_rocedlr_nlentos: Representacion del triangulo
’ diferencial.
Lenguaje: (...); representacion de igualdad de
razones: dx:dy:ds = o:y:7)
Establecer la C_onceptos: (...); triangulos se,mejantes,
relacion de hlpotenusa,_ catetos, paralela,_angu!os
proporcionalidad correspondientes, congruencia de angulos,
entre los lados del ~ |22ONes Y proporcmrl. - . .
triangulo diferencial Proppsmlones: P1: “el tridngulo diferencial y
P5 y el tridngulo el triangulo TAP formado por_la subtangente,
formado por la ordenada y tangente son semejantes”;
subtangente P2: “las razones entre los _L?ldOS _ _
ordenada y1 correspon_dlentes de los tridngulos diferencial y
tangente TAP son iguales d_x: dy:ds = o-:y:_r”
' Argumentos: relacion de congruencia de
angulos y paralelismo de lados. Corolario del
Teorema de Tales.
Establecer la Lenguaje: (...).
ecuacion Conceptos: (...); cuarto proporcional y
P6 proporcional ecuacion proporcional.
dy vy Proposiciones: “dy es el cuarto proporcional
dx AT entre la subtangente, la ordenada y dx”
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Procedimientos (conversion lenguaje natural a
. r d
simbélico): 2 = £
dx AT ] »
Argumentos: por la semejanza de tridngulos.
Lenguaje: (...).

Conceptos: (...).
Resolver la ptos: (...) dx

Proposiciones: AT = Yay

ecuacion
P7 @v_y para hallar  Procedimientos: resolucion de la ecuacion
dx AT H
la subtangente AT proporcional,

Argumentos: propiedad fundamental de las
proporciones.

Lenguaje: (...).

Conceptos: (...).

Proposiciones: “por los puntos Py T pasa la
recta tangente a la curva en el punto P”.
Procedimientos: trazamos la recta tangente
uniendo los puntosPy T.

Argumentos: definicién de tangente; por dos
puntos paso una sola recta.

Trazar la tangente
P8 PT a partir de hallar
la subtangente AT

En el sistema de practicas P1 a P8 se llevan a cabo procesos de interpretacion y
significacion de los diferentes términos y simbolizaciones que se usan, destacando el
concepto de “puntos infinitamente pequefios”, “cantidades geométricas variables”, la
curva como “poligono infinitoangular”, la tangente a la curva como recta que une dos
puntos infinitamente préximos de la curva, empelando un lenguaje natural, geométrico y

simbdlico.

Como procesos de conceptualizacién destacan la definicion de triangulo
diferencial y los correspondientes elementos diferenciales dx, dy y ds como cantidades
de longitud infinitamente pequefias. Los diferenciales intervienen en procesos de
algoritmizacién o calculo una vez establecido la ecuacién proporcional que relaciona las

cantidades de magnitud geométrica, en este caso longitudes de segmentos.

Los argumentos que se utilizan provienen de la consideracion de la curva como
un poligono de infinitos lados, lo que permite determinar el triangulo diferencial y la
semejanza con el tridngulo formado por la subtangente, la ordenada y la tangente. A partir
de establecer la semejanza entre los tridngulos se establece las ecuaciones proporcionales

que permiten hallar el valor de la subtangente AT y encontrar la tangente PT.
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Tabla 4.2

Analisis ontosemiotico de la solucidn algebraica del problema de la tangente (en el

marco del calculo de Leibniz)

Secuencia
de practicas
matematicas

para
resolver la
tarea

Uso e
intencionalidad de
las practicas

Obijetos referidos en las préacticas (lenguaje,
conceptos, proposiciones, procedimientos,
argumentos)

Establecer la
relacion entre los
puntosPy Q, vy la

curvay = x?

P9

Lenguajes: algebraico, simbdlico y
expresiones: x + dx,y + dy, (dx)?

Conceptos: curva, ecuacion, puntos, longitud
infinitesimal, diferencial, diferencial de
segundo orden.

Proposiciones: P1: “los puntos infinitamente
proximos Py Q se relacionan de la siguiente
maneray + dy = (x + dx)?”, P2: “la
diferencia de la ecuaciones y + dy = x2 +
2xdx + (dx)?”

Procedimientos: se incrementan las variables x
e y en una cantidad infinitamente pequefia dx y
dy, respectivamente; desarrollo del binomio.
Argumentos: correspondencia entre las
variables, donde un incremento infinitesimal
dx en x produce un incremento infinitesimal
dyeny

Determinar el dy
como la diferencia
de las ordenadas de

los puntos Qy R.

P10

Lenguaje: (...).

Conceptos: (...); diferencia de ordenadas,
cuadrado de un binomio, propiedad
cancelativa.

Proposiciones: P1: “la diferencia de las
ordenadas de los puntos Qy Res dy =

(x + dx)? — x?2; P2: “los diferenciales de
orden superior se reemplazan por cero”.
Procedimientos: plantear que el dy como la
diferencia de las ordenadas y luego de resolver
el cuadrado del binomio; reemplazar (dx)? =
0

Argumentos: “La diferencia de dos valores
sucesivos de x es la diferencial dx, y
similarmente para dy; (dx)? es despreciable en
comparacion con los diferenciales dx y dy”
(Edwards, 1979, p. 261)

Manipular
algebraicamente la
ecuacion

P11

. . dx
Lenguajes: (...); expresiones: V%

Conceptos: (...); segmento y subtangente.

94



dy = 2xdx para  Procedimientos: primero se despeja dx, luego
escribirla como yd_x se multiplica por y y se divide por dy para
dy

2 obtener la expresion 2% por Gltimo se
(expresion de la Yo

subtangente AT)  reemplaza la ecuacion de la curva.
Argumentos: multiplicacion y division a ambos

. ., dx . s
miembros de la ecuacion. rm es la expresion
de la subtangente

Lenguaje: natural.
Conceptos: (...).

Reconocer la Proposiciones: “la expresion de la subtangente
P12 expresion de la dx,,
esy =
subtangente dy

Procedimientos: calcular el valor de la
subtangente AT para ubicar el punto T.
Lenguaje: geométrico.
Conceptos: (...); recta y tangente.

Trazar la recta Proposiciones: enunciado de la P13

tangente Procedimientos: trazado de la recta que pasa

por dos puntos.
Argumentos: secuencia de practicas P9 a P12,

P13

En el sistema de practicas, realizadas en la solucion algebraica, se destaca el papel
algoritmico desempefiado por el lenguaje algebraico; los elementos diferenciales dx, dy
intervienen como cantidades infinitesimales como si fueran datos conocidos con los que

se puede operar.

Se destaca en P9 el procedimiento de “diferencia de la ecuacién™ en el cual
intervienen una proposicion fundamental en el calculo de Leibniz “un incremento
infinitesimal dx en x, produce un incremento infinitesimal dy en y” (Martinez-
Torregrosa et al., 2002). En P10 se asume como verdadera otra proposicién fundamental,
P2: “Las diferencias de orden superior se reemplazan por cero”. Estas proposiciones junto
con el aparato algebraico desarrollado por Leibniz que se presentan en los procedimientos

caracterizan la manera en el cual eran utilizados los diferenciales.

Los procedimientos algebraicos utilizados para hallar la expresion de la

subtangente AT como yZ—; permiten identificar la trama de objetos y procesos que
intervienen para determinar la tangente PT a la curva en el punto P.

Observamos en los sistemas de practicas matematicas en el marco del célculo de
Leibniz, la utilizacion de un lenguaje natural, geometrico, algebraico y simbolico. Siendo
este ultimo, una de sus principales caracteristicas por su persistencia en el tiempo. (Bos,

1974; Edwards, 1979; Kleiner, 2012; Martinez-Torregrosa et al., 2002; Pulido, 1997). El
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lenguaje geométrico se caracteriza por la utilizacion de los conceptos como cantidades
geométricas variables, es decir, considerar a las variables como cantidades o magnitud.
La utilizacion del triangulo diferencial para el calculo de la subtangente y la tangente a
una curva, la cual era considerada como un poligono de infinitos lados infinitamente

pequerio.

El lenguaje algebraico se caracteriza por el procedimiento del céalculo de la
subtangente y la tangente por medio de la diferencia de la ecuacion de la curva,
considerando que los diferenciales de orden dos son insignificantes o despreciables en
comparacién con dx y dy. (Bos, 1974; Edwards, 1979). La simbologia introducida para
denotar las cantidades infinitamente pequefias o infinitesimales son dx y dy, para las

variables x e y, respectivamente; las cuales contintan siendo utilizadas en la actualidad.

Los sistemas de practicas de la solucién geométrica y algebraica permiten
identificar un significado del concepto de diferencial, el diferencial de Leibniz, a partir
del analisis ontosemidtico realizado identificando los objetos que intervienen y emergen
en la resolucion de la situacion-problema del calculo de la tangente a una curva en un

punto.
4.4.2 Significado del diferencial en Cauchy

Cauchy definio la diferencial como una expresion construida a partir de la
derivada: df = f’(x) - dx, siendo dx un incremento arbitrario de la variable y paso a
convertirse asi en un simple instrumento formal, necesario para justificar y abreviar
ciertas demostraciones. Se desprendio, entonces, a la diferencial de la ambigliedad de los
infinitamente pequefos, pero al mismo tiempo quedd desprovista de cualquier significado
fisico o intuitivo propio: simplemente era el producto de la derivada por el incremento de

la variable independiente (Martinez-Torregrosa et al., 2002).

De manera especifica incluimos a continuacion la definicion que aparece en
Cauchy (1823, p. 13):

Sea y=f(x) una funcion de la variable independiente x, i una cantidad infinitamente
pequefia, y h una cuantidad finita. Si se plantea que i = ah, o serd todavia una cantidad
infinitamente pequefia, y se tendra identicamente

fx+i)—f(x) =f(x+ah) — f(x)

i ah
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De donde se concluira

(1) f(x+aZ)—f(x) _ f(X+i)i—f(x) n

El limite hacia el cual converge el primer miembro de la ecuacién (1), cuando la
variable a se aproxima indefinidamente a cero y la cantidad h permanece constante, es lo
que se llama la diferencial de la funcion y = f(x). Esta diferencial se indica por la
caracteristica d, de donde se sigue: dy o df (x). Es facil obtener su valor cuando se conoce
el de la funcion derivada y’ o f’(x). En efecto, tomando los limites en los dos miembros
de la ecuacion (1) se encuentra (2) df (x) = hf’(x). En el caso particular donde f(x) =

x, la ecuacion (2) se reduce a
(3) dx=nh.

Asi, la diferencial de la variable independiente x no es otra cosa que la constante

finita h. Por tanto, la ecuacion (2) viene a ser
(4)  df(x) = f(x).dx.

o0 lo que viene a ser lo mismo,

5) dy=ydx.

El calculo de Cauchy se caracteriza principalmente por la consideracion de las
cantidades como variables, a diferencia de Leibniz que consideraba a las cantidades
geométricas variables como una cantidad infinitamente pequefia, menor que cualquier
cantidad finita pero no nula (Kleiner, 2012). Para Cauchy (1821) “una cantidad variable
se vuelve infinitamente pequefia, cuando su valor numérico disminuye indefinidamente
para converger hacia el limite cero” (p. 26). Una cantidad infinitamente pequefia,

denotada por a 0 i, es “una variable cuyo valor numérico disminuye indefinidamente”
(Cauchy, 1821, p. 27).

En Cauchy (1823, pp. 23-24) encontramos la siguiente explicacion del problema
de la tangente a una curva, que describe como determinar la inclinacién de una curva en
un punto. Para hacer un andlisis de los tipos de objetos y procesos que pone en juego en
la solucidén del problema dividimos la explicacién dada por Cauchy en préacticas

elementales:

P1. Consideremos la curva que tiene por ecuacion en coordenadas rectangulares
y = f(x).
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P2. En esta curva, la cuerda trazada desde el punto (x,y) al punto (x + 4x,y +
Ay), forma, con el eje de las x prolongado en el sentido de las x positivas, dos angulos,
uno agudo, el otro obtuso, donde el primero mide la inclinacion de la cuerda, con respecto

al eje de las x.

P3. Si el segundo punto se aproxima una distancia infinitamente pequefia del
primero, la cuerda se confundira sensiblemente con la tangente trazada a la curva por el

primer punto;

P4. y la inclinacion de la cuerda, con relacion al eje de las x, vendra a ser la
inclinacion de la tangente, o lo que se llama la inclinacion de la curva respecto al mismo
eje.

P5. Planteado asi, como la inclinacion de la cuerda tendra por tangente

. L,y . , . , A . . -z
trigonométrica el valor numérico de la razon ﬁ, es claro que la inclinacion de la curva

tendra por tangente trigonométrica el valor numérico del limite hacia el cual converge

, . ., . d
esta razon, es decir, de la funcion derivada y' = d—z.

P6. Si el valor de y’ es nulo o infinito, la tangente a la curva sera paralela o
perpendicular al eje de las x. Cuando es paralela, la ordenada y viene a ser un maximo o

un minimo.

En la Tabla 4.3 se presenta, la secuencia de précticas de P1 a P6, el uso e
intencionalidad de cada una de ellas en el proceso de resolucion del problema, y los
objetos matematicos que entran en escena, para la solucion del problema de la tangente.
Esta configuracion de préacticas y objetos constituye el significado sistémico-pragmatico

del concepto de diferencial en el marco del Célculo de Cauchy.

Tabla 4.3
Analisis ontosemidtico de la solucion del problema de la tangente (en el marco del

célculo de Cauchy)

Secuencia
de practicas
matematicas

para
resolver la
tarea

Uso e Objetos referidos en las practicas (lenguaje,
intencionalidad conceptos, proposiciones, procedimientos,
de las practicas argumentos)
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Identificarala  Lenguajes: natural, geométrico, algebraico y
curva por su funcional y = f(x).
ecuacion Conceptos: curva, ecuacion y coordenadas
y = f(x) rectangulares.

Lenguajes: (...); simbolico (x + 4x,y + Ay)
Conceptos: (...); cuerda, punto, incrementos, €jes
coordenados, sentido positivo del eje,
Identificar el prolongacién, angulos (agudo y obtuso) e
angulo que mide inclinacion (magnitud amplitud angular).
lainclinacion de  Proceso de definicion de inclinacion de una
lacuerdaenel cuerda: el &ngulo agudo formado entre la cuerda 'y
punto (x,y) el eje x prolongado mide la inclinacion de la
cuerda.
Procedimientos: trazado de la cuerda a partir de
dos puntos de la curva.

Identificar la Lenguajes: (...); expresiones: ‘infinitamente
tangente con la pequefio’, ‘confun(_liré se_ns_ibl_en_lente’.
cuerda cuando la  €onceptos: (...); distancia infinitamente pequena,
distancia entre  Inclinacion de la cuerda y tangente.
los puntos es Proposiciones: “si la distancia entre los puntos es
infinitamente infinitamente pequefia, la cuerda se confundira
sensiblemente con la tangente a la curvay la

pequefa S lISTLIET! Lha LHVe
inclinacion de la cuerda con la inclinacion de la
tangente.”
Identificar la Argumentos: Una cantidad infinitamente pequefia

es “una variable cuyo valor numerico disminuye
indefinidamente” (Cauchy, 1821, p. 27). Cuando
los puntos difieren en un infinitesimal, la cuerda
se convierte en la tangente a la curva, de la misma
forma que la inclinacion de la cuerda con la
inclinacion de la tangente.

inclinacion de la
cuerda con la
inclinacion de la
tangente

i . L Ay d

Lenguajes: (...); expresiones simbolicas: ﬁ , d—z ,
5

y = dx

Conceptos: (...); tangente trigonométrica, razon,
valor numérico, limite, convergencia, funcion
derivada, diferenciales y cociente de diferenciales
Proposiciones: P1: “la inclinacion de la cuerda se
obtiene por el valor numérico de la tangente

Identificar a la
inclinacion de la

curva con la ) Ay =
funcion derivada  trigonometrica -="; P2: “el valor numérico del
y' = @y limite hacia el cual converge la tangente
dx trigonométrica es la inclinacion de la cuerda, es

decir, la funcion derivada”
Procedimientos: se evoca el calculo del limite de

. fan A .
la tangente trigonométrica A—i para determinar la

-’ - d
funcion derivada y’ = d—i’




Argumentos: la tangente trigonomeétrica se define

, . LA
como la razon de los incrementos, es decir, ﬁ . El

;. A ., . d
limite de = es la funcién derivada y' = =
Ax dx

Reconocer un Lenguaje: (...).

maximo o un ) :

.. Conceptos: (...); paralela, perpendicular,
minimo y la 0 . P

L ordenada, maximo, minimo, nulo e infinito.
posicion de la ) . o ,

Proposiciones: P1: “si el valor de y' es nulo, la
P6 recta tangente i
h tangente a la curva es una recta paralela al eje x y

por medio del

es un punto maximo o minimo’’; P2: “si el valor
valor que toma de ’gs infinito, la tangente a Iafcurva es
funcién derivada y eS| | g
y' perpendicular

En el sistema de practicas desarrolladas en el marco del calculo de Cauchy, se

observa que el lenguaje empleado es geométrico, algebraico y funcional, donde se
emplean conceptos y términos, como inclinacién, cuerda, curva, tangente, infinitamente
pequefio, tangente trigonometrica, limite, convergencia, razon de incrementos,

diferenciales, cociente de diferenciales y funcion derivada.

Estos conceptos son utilizados en el proceso de definicion de la inclinacion de la
tangente y de la curva a partir de la inclinacion de la cuerda, cuando los puntos que la
definen se aproximan infinitamente y la distancia que los separa es una variable que tiene

por limite cero.

Como proposicidn se plantea que la inclinacion de la cuerda es medida mediante
la razon entre incrementos, denominado tangente trigonométrica; y como procedimiento
de célculo se realiza el proceso de paso al limite que da lugar a la derivada de la funcién
en el punto (x, y). Los diferenciales aparecen como mera representacion alternativa de la
derivada.

Los argumentos que validan los procedimientos y proposiciones son la definicién
de inclinacidn de la curva, la tangente trigopnométrica como la razon de los incrementos,
el limite y la consideracién de las cantidades infinitamente pequefias como una variable
cuyo limite es cero, la funcion derivada como limite de la razon de incremento, y la

igualdad entre la funcion derivada y el cociente de diferenciales.

El analisis ontosemidtico realizado permite identificar el significado del
diferencial de Cauchy a partir de la configuracion de précticas y objetos que intervienen
en la resolucion del célculo de la inclinacién de la curva. El concepto de diferencial pasa
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a un segundo plano con Cauchy, debido a que la introduccion de los limites permiti6 el
paso de la razén de incrementos a la funcion derivada, colocando al cociente de
diferenciales como expresion equivalente a la derivada. Donde antes eran necesario los

diferenciales para hallar la tangente, ahora ya no lo son.
4.4.3 Significado del diferencial en Fréchet

Segun Artigue y Viennot (1987), el diferencial fue definido como una funcion
lineal, por primera vez por M. Fréchet en 1911, en el marco del desarrollo del analisis
funcional. De hecho, la definicion que introduce de diferencial rehabilita la vieja idea de
aproximacion que habia predominado al comienzo del célculo, pero habia sido puesta a
un lado después por razones de falta de rigor. La idea de funcion lineal y aproximacion

queda patente en la definicion de diferencial de Fréchet:

“Una funcion f (x, y, z, t) admite una diferencial en el punto (x,, yo, Zo, to)
si existe una funcion lineal y homogénea de los incrementos, o sea: AAx + BAy +
CAz + DAt, que no difiere del incremento de la funcion Af a partir del valor
f (%0, Yo, Zo, to) Nada mas que en un valor infinitamente pequefio respecto a la
distancia A de los puntos (xg,...,t5) Y (xo + 4x ..., t, + At). La diferencial
entonces es por definicion: df = AAx + BAy + CAz + DAt.”

Esta definicion se expresa por la formula Af = df + €A donde ¢ tiende
a cero cuando A tiende a cero. (Fréchet, 1911, como se cit6 en Artigue, 1989, p.
34)

La definicion de Fréchet no requiere que el diferencial sea infinitamente pequefio,
sino que Af — df es infinitamente pequefio respecto 4; esto no significa que (4f — df)
sera siempre un numero muy pequefio, o incluso menos que Af o df sean pequefios. El
requisito que se plantea es que (4f — df) tienda a cero més rapidamente que A4, esto es
que el limite de (Af — df)/4 es cero cuando 4 tiende a cero. Esto quiere decir que df
es una funcion lineal homogénea de los incrementos, y se puede expresar al Af de la

siguiente manera: df + .4, donde Lin(l) ¢ = 0 (Martinez-Torregrosa et al., 2006, p. 456).

De esta manera, el diferencial de Fréchet se define como la estimacion lineal del
incremento respecto al cambio de variable. Se entiende que el diferencial es una funcién
que puede tomar cualquier valor y su expresion diferencial va a estar sujeta a la condicion

de que (4f — df) sea infinitamente pequefia respecto a Ax. Esto quiere decir que df no
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es infinitamente pequefio, sino que la diferencia entre el incremento y el diferencial es

infinitamente pequefio respecto a Ax (Lopez-Gay, 2001).

Sabiendo que el diferencial se define como una aplicacion lineal, resulta necesario
destacar que la funcion diferencial df es una funcion de dos variables (Martinez-
Torregrosa et al., 2002; Rabuffetti, 1987) ya que depende del punto x =a y del

diferencial de x, cuya notacion es: df (a, dx) = f'(a)dx

Problema: Hallar una aplicacion lineal homogénea que aproxima a la funciony =
x? en el punto a de tal modo que el error que se comete en la estimacion, relativo al

incremento Ax de la variable x, es infinitamente pequefio respecto de dicho incremento.
Solucién:

P1. Dada la funcién f: A - R tal que f(x) = x2, se busca una aplicacion lineal y
homogénea que aproxime f(x) = x2 en el punto a, de tal manera que el error que se
produce con la estimacion respecto al incremento Ax de la variable x sea infinitamente

pequerio respecto del incremento Ax.

P2. El incremento de la funcién f(x) = x? en el punto a respecto del incremento
AxesAf = f(a+ Ax) — f(a) = (a + Ax)? — a?

P3. Luego tenemosque Af = f(a + Ax) — f(a) = f'(a)dx + edx con f'(a) =
2a.

P4. Entonces, si € tiende a cero cuando Ax tiende a cero, el Af = f'(a)dx, es

decir Af ~ 2adx en el punto a.

P5. La aplicacion lineal y homogénea que aproxima al incremento de la funcién

en el punto a respecto al incremento Ax es la funcion df (a) = 2adx

En la Tabla 4.4 se presentan, la secuencia de practicas de P1 a P5, el uso e
intencionalidad de cada una de ellas en el proceso de resolucion del problema, y los
objetos matematicos primarios que intervienen en la resolucion del problema. Esta
configuracién de practicas y objetos constituye el significado sistémico-pragmatico del

concepto de diferencial en el marco de Fréchet.
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Tabla4.4

Analisis ontosemiotico de la solucién del problema de la tangente (en el marco del

diferencial Fréchet)

Secuencia
de practicas
matematicas

para
resolver la
tarea

Usoe
intencionalidad
de las préacticas

Obijetos referidos en las practicas
(lenguaje, conceptos, proposiciones,
procedimientos, argumentos)

Plantear las
condiciones que
tiene que cumplir
la funcién que
P1 aproxime al
incremento de
f(x) =x%enun
punto a respecto al
incremento de x

Lenguajes: natural, geométrico, algebraico,
simbolico: f:A > R, f(x) = x2, Ax,y
términos: ‘aproximacion’, ‘estimacion’,
‘infinitamente pequefio’, ‘incremento’ y
‘error’

Conceptos: funcion, variable, punto,
aplicacion lineal y homogénea, aproximacion
0 estimacion, incremento, error, infinitamente
pequeno.

Identificar el
incremento de la
P2 funcién en el punto
a respecto al
incremento Ax

Lenguajes: (...).

Conceptos: (...).

Procedimientos: planteo del incremento de la
funcion f como Af = f(a + Ax) — f(a)
Argumentos: definicion de funcién

Definir el
incremento de la
funcién como la

suma de una
aplicacion lineal y
P3 homogénea del
incremento de x y
un € que es
infinitamente
pequerio respecto a
Ax

Lenguajes: (...).

Conceptos: (...); limite, derivada,
Proposiciones: P1: “Af = f'(a)dx + edx”;
P2: “df = f'(a)dx es una aplicacién lineal y
homogénea del incremento de x; P3: “Ax =
dx”

Procedimientos: calcular la derivada de f'y
reemplazar en el Af.

Argumentos: definicion del diferencial como
una aplicacion lineal y homogénea del
incremento de x; definicion del incremento
de la funcion como Af = df + €4 donde €
tiende a cero cuando A tiende a cero (Fréchet,
1911); célculo de derivada.

Identificar que el
incremento de la
funcion es
aproximadamente

Lenguajes: (...), simbolo: =
‘aproximadamente igual’.

Conceptos: (...), limite, aproximadamente
igual.

P4 igual al diferencial ~Proposiciones: P1: * lim &,(Ax) = 07;
de la funcion P2: “Af =~ f'(a)dx”
cuando € tiendea  Procedimientos: célculo de limite
cero. Argumentos: definicion de limite.
P5 Identificacion del  Lenguajes: (...).
df con la Conceptos: (...).
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aplicacion lineal y  Proposiciones: P1: “Af =~ df”;
homogénea que  P2: “df = f'(a)dx”.
aproxima el Argumentos: definicion del diferencial
incremento de la
funcion.

Los sistemas de practicas matematicas de P1 a P5 permiten caracterizar el
significado del diferencial de Fréchet, donde se utiliza los lenguajes natural, geométrico,
algebraico y simbolico. Los conceptos y términos que emergen de las préacticas son:
aplicacion lineal y homogenea, funcion, variable, incremento, aproximacion, estimacion,

error, infinitamente pequefio, limite y derivada.

Los enunciados y proposiciones que se realizan sobre los conceptos y definiciones

son.

Pl: “Af = f'(a)dx + edx” (el incremento de la funcion se puede escribir como
una suma de una aplicacion lineal y homogénea del incremento de x y una funcion € que

tiende a cero cuando Ax tiende a cero).
P2: “df = f'(a)dx es una aplicacion lineal y homogénea del incremento de x”

Los procedimientos que se emplean para determinar la aplicacion lineal y
homogénea que aproxime al incremento de la funcion provienen del célculo de limites y
derivadas. En cuanto a los argumentos que validan los procedimientos y proposiciones se
utilizan la definicién de funcién, limite, incremento de la funcion Af = df + €4 yel

diferencial como una aplicacién lineal y homogénea del incremento de x.

El analisis ontosemiotico realizado sobre la configuracion practicas y objetos que
intervienen y emergen en la resolucion del problema permite identificar un significado
del concepto de diferencial, el diferencial de Fréchet, que se caracteriza por las formas en

que interaccionan los objetos matematicos identificados en la solucion.
4.4.4 Significado del diferencial en el analisis no estandar

El anélisis no-estandar desarrollado por Robinson (1966) mostré que es posible
definir los conceptos fundamentales del analisis (continuidad, diferenciacion, integracion,
etc.) en términos de infinitesimales, en lugar de tener que usar necesariamente el concepto
de limite, lo cual conecta esta teoria matematica con la aproximacion histérica al calculo

infinitesimal de Leibniz.
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Una idea central es construir una ampliacién del conjunto R de los nimeros reales
a *R (conjunto de numeros hiperreales), que incluye como nuevos elementos nimeros
infinitamente pequefios e infinitamente grandes, considerados como nimeros hiperreales.
Como estructura algebraica es un cuerpo no arquimediano y metricamente incompleto

que contiene al conjunto arquimediano y completo identificable con los nimeros reales.

Robinson (1966 p. 56) define de la siguiente manera los nimeros hiperreales
infinitésimos e infinitos:

Un nimero a €*R se llamara infinitesimal o infinitamente pequefio si |a|] < m

para todo nimero positivo m € R. Segtn esta definicion, 0 es infinitesimal. ...Un

nimero r *R, r # 0, es infinitesimal si y solo si 7~ es infinito. Si a — b es

infinitesimal, entonces decimos que b esta infinitamente préximo a a, y se escribe

a = b. Esto es, dos hiperreales x, y €*R son infinitamente cercanos (notacion:

x=y),x=~y & (VWneNn=1D|x—yl<1l/n

El cuerpo *R proporciona un marco para el desarrollo del célculo diferencial e
integral mediante los ndmeros hiperreales infinitamente pequefios e infinitamente

grandes.

Obviamente, el uso de los infinitesimales en el andlisis no-estandar recuerda al
calculo infinitesimal de Leibniz, y el analisis no-estandar se puede considerar por los
matematicos actuales como una rehabilitacion del uso de las cantidades infinitamente
pequefias de Leibniz. Esta vision es fuertemente defendida por Robinson. (Bos, 1974, p.
82)

No obstante, Bos (1974) no comparte plenamente la opinién de Robinson. Para
probar su valor como una teoria matematica el calculo de Leibniz no necesita un ajuste a
los requisitos de aceptabilidad de las matematicas del siglo XX mediante una
reformulacion en términos del analisis no-estandar. Considera, ademas que ambas teorias
difieren sustancialmente. Un aspecto fundamental en que ambas teorias difieren se refiere
a la concepcion del conjunto de infinitesimales. Leibniz y la mayoria de sus seguidores
concibieron que el conjunto de infinitesimales estaba constituido de sucesivos 6rdenes de
pequefiez infinita. Asi, si dx era un diferencial de primer orden, entonces todos los
diferenciales de primer orden tienen una razon finita con dx; en general todos los
diferenciales de orden n estan en razon finita con dx™, y el conjunto de los infinitesimales

esta formado sélo de estas clases de diferenciales.
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Otra diferencia entre ambas teorias esta en el hecho de que el analisis infinitesimal
de Leibniz trata con cantidades geométricas, variables y diferenciales, mientras que el
analisis no-estandar, asi como el analisis real moderno en general, trata con ndmeros
reales, funciones y derivadas, a pesar de la aceptacion de los diferenciales. Los problemas
relacionados con la diferenciacion de 6rdenes superiores de cantidades variables no

ocurren en el analisis no estandar.

Keisler (2000) usa el problema de la tangente a la parabola y = x? para explicar
de manera intuitiva las dificultades de usar las cantidades infinitamente pequerias 4y, Ax
para calcular la pendiente a una curva (Figura 4.4). La pendiente promedio para un
incremento Ax viene dada por, Ay/Ax = 2x, + Ax, y por tanto solo se puede calcular

cuando Ax es distinto de cero porque de lo contrario el cociente Ay /Ax esta indefinido.

Figura 4.4

Relacion entre la pendiente y los incrementos

(xqt .'A.l', Yo+ Ay)

Fuente: Keisler (2000, p. 26).
El razonamiento en el calculo de Leibniz es que tomando Ax infinitamente
pequefio aunque no nulo entonces el término Ax se puede despreciar y de este modo se
tiene que

— =2
Ax %o

Se necesita establecer una distincion nitida entre los numeros que son
suficientemente pequefios para ser despreciables en los calculos y los que no lo son. De
hecho, ningln namero real excepto el cero es suficientemente pequefio como para ser
despreciable. El andlisis no estandar resuelve este problema al crear los nimeros

hiperreales, y dentro de ellos nimeros infinitesimales o infinitamente pequefios.

Definicién de diferencial en el analisis no estandar.
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Supongamos que y depende de x, y = f(x):
(i) La diferencial de x es la variable independiente dx = Ax.
(ii) La diferencial de y es la variable dependiente dy dada por dy = f’(x)dx.

La relacion entre la derivada y el cociente de diferenciales es la igualdad:

&y _ o
Z=f(x
Mientras que la derivada y el cociente incremental difieren en un infinitésimo:
Ay ,
RIAS

Figura 4.5

Distincion entre incremento y diferencial

Fuente: Keisler (2000, p. 56).

Veamos como se aborda el célculo de la pendiente a la curva y = x2 en el

punto (x,, ¥o) usando los nimeros hiperreales infinitésimos.
Problema de la tangente:

P1. Considera un punto real (x,,y,) sobre la curva y = x2. Sea Ax un

infinitésimo positivo o negativo (pero no cero), y 4y el cambio correspondiente en y.

P2. La pendiente en (x,, y,) se define del siguiente modo:

[pendiente en (x,, yo) 1= [el nUmero real infinitamente proximo a i—i]

P3. i—i se calcula de igual modo que se ha hecho antes
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Ay  (xo+Ax)?— x5
Ax Ax

= 2x9 + Ax

P4. Este es un namero hiperreal, no uno real. Puesto que Ax es infinitesimal, el
numero hiperreal 2x, + Ax esta infinitamente proximo al namero real 2x, .

P5. Concluimos que [pendiente en (xq,yo) 1 = 2x,

El mismo método se puede aplicar a cualquier otra curva.

En la Tabla 4.5 se presenta la secuencia de practicas matematicas de la solucion
del problema junto con la identificacion del uso e intencionaldiad de cada una de ellas.
Ademas se estudia los objetos matematicos primarios que entran en juego en cada practica

con el objetivo de construir el significado sistemico—pragmatico del diferencial en el

analisis no estandar.

Tabla 4.5

Andlisis ontosemidtico de la solucién del problema de la tangente (en el marco del

analisis no estandar)

Secuencias
de practicas

- Uso e
matematicas

intencionalidad

Obijetos referidos en las préacticas (lenguaje,
conceptos, proposiciones, procedimientos,

bara de las practicas argumentos)
resolver la
tarea
Identificar los
elementos que
entran en juego  Lenguaje: natural (infinitésimo); geométrico,
p1 en el problema  algebraico y simbdlico (notacion d_e increrr_]entos).
de latangente a  Conceptos: curva, punto real, funcion, variables,
unacurvaenel ecuacion, infinitésimo.
analisis no
estandar
Lenguaje: (...); simbolico 2—1 y términos
Definir la “infinitamente proximos”
pendiente auna  Conceptos: (...); pendiente a una curva en un
P2 curva en relacion  punto, nimeros reales e hiperreales, infinitamente
con los nimeros  préximo, razén de incrementos infinitesimales.
hiperreales Proposicion: “pendiente en (xg,y,) = el nUmero
real infinitamente proximo a i—z”
Calcular Ia Lenguaje: (...).
P3 . Conceptos: (...).
pendiente

Proposiciones:
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Ay
— =2 A
A Xo + Ax

I A .
Procedimientos: planteo del ﬁ y célculo

algebraico con numeros hiperreales.
Argumentos: definicion de la pendiente como la
razén de incrementos infinitesimales y
propiedades del algebra de los nUmeros
hiperreales.
Lenguaje: (...).
Conceptos: (...).
Proposiciones: P1: “el nimero hiperreal 2x, + Ax
no es un namero real”’; P2: “el nimero hiperreal
2x, + Ax esta infinitamente proximo al nimero
real 2x,”
Argumentos: definicién de nimero hiperreal e
infinitamente proximos.
Lenguaje: (...).
Identificar la Conceptos: (...).

pendiente Proposiciones: enunciado de la P5.

Argumentos: secuencia de practicas P1 a P4.

Interpretar el
P4 namero hiperreal
2xy + Ax

P5

Los objetos primarios que intervienen en los procesos de definicion y célculo de
la pendiente a una funcion y = f(x) en el marco del analisis no estandar se caracterizan
por la utilizacién de los lenguajes natural, geométrico, algebraico y simbdlico. Los
conceptos que entran en juego en las practicas son: infinitésimo, ndmero hiperreal,
namero real, nimeros infinitamente préximos, curva, pendiente, y razon de incrementos

infinitesimales. Estos conceptos son empleados para establecer proposiciones como:
P1: “El nimero hiperreal 2x, + Ax no es un niimero real”;

P2: “El ndmero hiperreal 2x, + Ax esta infinitamente proximo al numero real

2

2x,

En cuanto a los procedimientos se observan que se plantea la razon de incrementos
infinitesimales y que se resuelve mediante el calculo algebraico con nimeros hiperreales.
Es por ello que los argumentos que validan esta resolucion provienen de la definicion de
nameros hiperreales y de las propiedades algebraicas de las operaciones con nimeros

hiperreales.

En el sistema de précticas descritas en el marco del analisis no estandar se puede
identificar un significado del diferencial, el diferencial de Robinson en el analisis no
estandar, el cual se caracteriza por las configuraciones de practicas y objetos de donde

surge el concepto.
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4.4.5 Sintesis y estructuracion de los significados de la diferencial

En esta seccion queremos destacar y distinguir los objetos que intervienen en los
sistemas de practicas matematicas discursivas y operativas, en la resolucion de la
situacion—problema seleccionado, con el fin de establecer relaciones entre los

significados de los diferenciales de Leibniz, Cauchy, Fréchet y del analisis no estandar.

El andlisis ontosemiotico realizado en los apartados anteriores nos permite
identificar los sistemas de practicas y objetos que intervienen en las situaciones-
problemas con el objetivo de reconocer los significados sistémico-pragmatico del
diferencial para construir un significado referencia del concepto diferencial (Godino et
al., 2007).

En la Tabla 4.6 presentamos las configuraciones de objetos y procesos que
caracterizan a cada significado del diferencial, indicando los lenguajes y términos
utilizados, los principales conceptos y definicion que intervienen en las practicas.
También destacamos las proposiciones sobre los conceptos y las formas de proceder para
resolver la situacién—problema, que en cada significado adquiere una forma especial. Por
Gltimo, comparamos los argumentos que validaban las proposiciones y procedimientos

empleados para resolver los problemas.
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Tabla 4.6

Significados parciales del diferencial

Objetos

Diferencial de Leibniz
(Siglo XVIHI-XVI)

Diferencial de Cauchy
(Siglo XIX)

Diferencial de Fréchet
(Siglo XX)

Diferencial en el analisis
no estandar
(Siglo XX)

Situacién
Problema

Caélculo de la tangente

Célculo de la inclinacioén de la curva

Célculo de la aplicacion
lineal y homogénea que

aproxima el incremento de la
funcién en un punto respecto

del incremento de x

Calculo de la pendiente

Lenguajes

Natural, geométrico, algebraico
y simbdlico

Geométrico, algebraico y simbdlico.

Natural, geométrico,
algebraico, simbolico y
funcional.

Natural, geométrico,
algebraico y simbdlico.

Conceptos

Cantidades infinitamente
pequerias, diferencia, curva,
poligono infinitoangular,
triangulo diferencial,
subtangente, tangente,
semejanza, ecuacion
proporcional

Inclinacién, cuerda, curva, infinitamente
pequefio, tangente trigonomeétrica,

limite, convergencia, razon de

incrementos, diferenciales, cociente de

diferenciales y funcion derivada.

Aplicacion lineal y
homogénea, funcion,
variable, incremento,

aproximacion, estimacion,
error, infinitamente pequerio,
limite, diferencial y derivada

NUmero hiperreal,
numero real, nUmeros
infinitamente proximos,
curva, pendiente,
diferenciales y razén de
incrementos
infinitesimales

Proposiciones

P1: “el tridngulo diferencial y
el triangulo formado por la
subtangente, ordenada y
tangente son semejantes”; P2:
“los puntos infinitamente
proximos Py Q se relacionan

P1: “si la distancia entre los puntos es
infinitamente pequefa, la cuerda se

confundira sensiblemente con la

tangente a la curva y la inclinacion de la

cuerda con la inclinacion de la

tangente.”; P2: “el valor numérico del

Pl: “Af = f'(a)dx + edx”
(el incremento de la funcién
se puede escribir como una

suma de una aplicacion
lineal y homogeénea del
incremento de x y una

P1: “pendiente en
(%0, Yo) = el nimero real
infinitamente proximo a

Ay, ,
2Y>>. p2: “El nlimero
Ax

hiperreal 2x, + Ax esta




de la siguiente manera y +
dy = (x + dx)?

limite hacia el cual converge la tangente
. Ly . A . . .,
trigonométrica ﬁ es la inclinacion de la

cuerda, es decir, la funcion derivada”

funcion e que tiende a cero
cuando Ax tiende a cero).

infinitamente préximo al
namero real 2x,”

Trazar una tangente es unir dos
puntos sucesivos de la curva 'y

3 prolongar el lado del poligono  Trazar la cuerda a partir de dos puntos .
= . : Platear la razon de
S infinitoangular para obtener la de la curva. Plantear el incremento de la incrementos
IS subtangente y la tangente. Evocar el calculo del limite de la funcion Af = df + €4 infinitesimales
= ) _ U ) L :
S Incrementar las variables x e y tangente trigonométrica =2 para Calculo de limites y Calculo algebraico con
§ en una cantidad infinitamente ) y o Ax . dy derivadas nameros hiperreales
o0 pequefia dx y dy, determinar la funcion derivada y’ = -~
respectivamente (diferencia de
la ecuacion)
Una cantidad infinitamente pequefia es
Curva como linea infinito- dil;nmair\\/jr?ti)rlfjecflm? erar:gatr;u?se:iI:cijir Definicién de funcién, limite
" poligonal, definicion de recta, y tiene limite cero ’ ’ e infinitésimo, el incremento Definicion de nimeros
‘g semejanza de triangulos, La cuerda se convierte en Ié tangente a de la funcion Af = df + hiperreales y de las
o propiedad fundamental de las RO g e/ y el diferencial como P y .
£ ; . . la curvay la inclinacion de la cuerda en PR propiedades algebraicas
= proporciones, la diferencia de TR una aplicacion lineal y .
> . la inclinacion de la tangente. La . . de las operaciones con
dos valores sucesivos de x es : " . homogénea del incremento . .
< tangente trigonométrica se define como numeros hiperreales.

la diferencial dx, y
similarmente para dy.

, . A , .
la razén de los incrementos A—i. El limite

A ., . d
de = es la funcion derivada y’ = ==
Ax dx

de x.
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4.5 Sintesis y Conclusiones

En el estudio histérico—epistemoldgico que hemos realizado sobre el origen y evolucion
del concepto de diferencial, en el Capitulo 3, se presenta la emergencia del concepto a la largo
del desarrollo del célculo, indicando cuales fueron las necesidades y obstaculos que tuvo que
afrontar el diferencial. En el Capitulo 4 comenzamos el analisis ontosemidtico a parir de una
situacion-problema que involucra el célculo de la tangente a una curva en un punto e
identificamos cuatro configuraciones ontosemidticas asociados a los significados sistémicos-

pragmaticos del diferencial.
Las configuraciones ontosemidticas (CO) las hemos denominado de la siguiente manera:
— COa: Diferencial de Leibniz,
— COqs: Diferencial de Cauchy,
— COs: Diferencial de Fréchety
— COq: Diferencial en el analisis no estandar.

El analisis ontosemidtico realizado sobre cada significado caracterizado por la
configuracién de préacticas, objetos y procesos, permiten establecer interconexiones entre los

significados parciales y configurar un significado de referencia (Godino et al., 2017).

Resulta interesante realizar diferentes observaciones respecto a la Tabla 4.6,
identificando algunas interconexiones entre las configuraciones. En primer lugar, podemos
destacar que a lo largo de la evolucion historica del concepto diferencial, la situacion-problema
que hemos seleccionado se mantiene en gran parte, comenzando en Leibniz con el calculo de
la tangente, luego pasando al célculo de la inclinacién de la curva con Cauchy, célculo de la
aplicacion lineal que aproxima al incremento de la funcion con Fréchet y finalmente el calculo
de la pendiente en el analisis no estandar, esto quiere decir, que la problematizacién de la tarea

en esencia es la misma, pero los objetos que intervienen van cambiando.

Esta dltima caracteristica que hemos mencionado responde al propio desarrollo
histdrico de las matematicas, y es una particularidad de la historia del calculo, ya que como se
hizo mencion en el estudio historico-epistemoldgico y en los antecedentes del trabajo, el avance

del célculo tuvo varias etapas: ingenuo, formal y critico (Kleiner, 2012).

En la resolucion del problema emerge un primer objeto a estudiar, que son los

conceptos-definiciones que en la Tabla 4.6 observamos que el diferencial se Leibniz se
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caracteriza principalmente por el uso de las cantidades infinitamente pequefias, los
infinitesimales, para obtener la subtangente y la tangente. Con el diferencial de Cauchy, los
infinitesimales se reconfiguran y pasan a ser considerados como variables que tienen limite
cero cuando el incremento de x tiende a cero. A partir de los conceptos de limite, convergencia,
tangente trigonométrica y derivada, el diferencial pasa de ocupar un lugar central en el calculo
(Edwards, 1979; Kleiner, 2012), a un lugar marginal definiéndose como una expresion que

depende de la derivada. (Martinez-Torregrosa et al., 2002).

Luego en el diferencial de Fréchet, los infinitesimales siguen apareciendo como un
objeto necesario para el surgimiento de los nuevos conceptos que emergen de las practicas
matematicas, como la aplicacion lineal y homogénea, aproximacion lineal y la estimacion.
Finalmente, los infinitesimales que surgieron con Leibniz, en el siglo XX son definidos
formalmente en el analisis no estandar con Robinson (1966), donde entran en juego nuevos
conceptos entorno a la CO4, como numeros hiperreales y nimeros infinitamente proximos, pero
muchos otros se siguen manteniendo como pendiente, razon de incrementos infinitesimales,
etc. Los conceptos que intervienen en la CO4 en el marco del analisis no estandar permiten
identificar un cierto nivel de generalizacion y formalizacion, producto del propio avance de las

matematicas.

En la evolucién de los lenguajes, observamos en un principio, que el diferencial esta
intimamente relacionado al geométrico y natural, aunque también se destacan los lenguajes
algebraicos y simbdlicos con la introduccion de dx, dy en la CO1. A medida que fueron
surgiendo las otras CO, adquirieron relevancia otros como, por ejemplo, en la CO2 con Cauchy,
se destaca el algebraico y simbélico, principalmente por la expresion df = f'(x)dx. EnlaCOs3
con Fréchet resalta el lenguaje algebraico, funcional y simbélico al trabajar con las aplicaciones
lineales y la aproximacion lineal del incremento de f. En el andlisis no estandar se destaca el

lenguaje geométrico, algebraico y simbodlico con la formalizacion de los infinitesimales.

En cuanto a las proposiciones, es interesante observar en la Tabla 4.6 cdmo se enuncian
y relacionan los conceptos de cada CO para enunciar diferentes afirmaciones sobre el

diferencial, donde algunas tienen puntos en comun y otras no.

Los procedimientos en cada CO tienen puntos de encuentro, por ejemplo, en el planteo
de la tangente trigonomeétrica en la CO2 con Cauchy y la razén de incrementos infinitesimales
en el andlisis no estandar (CO4), aunque cada procedimiento tiene asociado una CO que permite

construir un significado sistémico—pragmatico parcial del diferencial. Los argumentos que se
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emplean para validar los enunciados y razonamientos estan en estrecha relacion con los

conceptos-definiciones involucrados en cada CO.

En general, observamos que las CO asociadas al diferencial presentan varias
interconexiones las cuales permiten establecer niveles de generalizacion y formalizacion entre
ellas, a partir de las practicas matematicas (operativas y discursivas) y los objetos que

intervienen y emergen de las mismas, como se presentan en la Figura 4.6.

Figura 4.6

Modelo ontosemiotico de los significados del diferencial

Significados parciales del diferencial

Fuente: Verdn y Giacomone (2021, p. 23)

Como primer nivel colocamos a la COq: diferencial de Leibniz ya que se considera el
origen del diferencial asociado principalmente al concepto-definicion de las “cantidades
infinitamente pequenas”. En el segundo nivel, colocamos a la CO3: diferencial de Cauchy
porque hay una evolucion en los objetos que intervienen y destacamos la expresion simbélica

df = f'(x).dx, la cual es utiliza, en cierta medida, por todas las demas CO.
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En el tercer nivel de generalizacion y formalizacion ponemos a la CO3: diferencial de
Fréchet, el cual lo identificamos con la aplicacion lineal; y en el cuarto nivel se encuentra la
COq4: diferencial en el analisis no estandar donde resaltamos a los “infinitesimales”. Cabe
aclarar que en la CO4 el concepto de aplicacion lineal y aproximacion de la CO3 son utilizados

en el teorema del incremento del anélisis no estandar.

Las CO4, CO2y la CO3z estan contemplados en la CO4 porque es posible pensarlos como
casos particulares estableciendo ciertas condiciones en la utilizacion de los objetos
matematicos primarios. Esta caracteristica la podemos observar en la Figura 4.6 por medio de
las dobles implicaciones entre los objetos que destacamos en cada CO. El conjunto de las CO1,

CO,, COzy la CO4forman los significados parciales del concepto diferencial.
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Capitulo 5: Conocimientos Didactico-Matematicos de los Procesos de

Estudio del Diferencial

El contenido de este capitulo aparece publicado en:

Verén, M. A., Giacomone, B. y Pino-Fan, L. R. (2023). Guia de valoracion de la idoneidad

didactica de un proceso de estudio del diferencial. Revista Uniciencia. En prensa.

5.1 Introduccion

El diferencial es uno de los conceptos fundamentales en el estudio del calculo, tanto en
el bachillerato como en diversas carreras universitarias. Los docentes y futuros docentes deben
afrontar complejos desafios para abordar los problemas didacticos asociados a este concepto e
intentar cubrir las demandas que reclama la comunidad cientifica. Sin bien existe una gran
cantidad de investigaciones sobre las dificultades que presentan los estudiantes al abordar este
concepto (Gomez, 2019; Lopez-Gay y Martinez Torregrosa, 2005), no son tantas las que
abordan cuéles son los conocimientos didactico-matematicos que deberia tener en cuenta el

profesor para su ensefianza (Castro y Pino-Fan, 2021).

Las investigaciones realizadas en relacion con la diferencial han reportado diferentes
inconvenientes y dificultades que presenta el estudio de este concepto para los estudiantes de
bachillerato y universitarios en los primeros cursos de calculo. Pero estas dificultades no son
exclusivas de los estudiantes, sino que también estan presentes en los profesores, lo que genera
conflictos semiodticos instruccionales en su ensefianza (Martinez-Torregrosa et al., 2002; Tall,
1981). A partir de esta situacion, se produce disparidad de interpretaciones, sentidos y
contextos de uso del diferencial que genera varios problemas para las carreras de matematicas,
fisica, ingenieria y ciencias experimentales donde se aborda su estudio (Arcos, 2004; Artigue
etal., 1990; Hu y Rebello, 2013; Lopez-Gay et al., 2015; Oldenburg, 2016)

Las dificultades documentadas por la literatura cientifica estan en relacién con la
dimensién epistémica, cognitiva, ecologica e instruccional en el proceso de estudio del
diferencial. Desde la dimensidn epistémica, autores como Artigue et al. (1990), Bos (1974),
Kleiner (2012), Lopez-Gay (2001), Pulido (1997), Tall (1981), Taylor (1974), Valdivé y

Garbin (2008) y Veron (2020) estudiaron la evolucion histérica y epistemologica del
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diferencial y sus conexiones con nociones como cantidad infinitamente pequefia, infinitesimal,
variacion infinitesimal, aproximacion lineal, aproximacion o estimacion lineal del incremento,
entre otros. Estos estudios permitieron realizar una descripcion detalla de la complejidad

epistémica del diferencial como lo muestran Veron y Giacomone (2021).

Desde la dimensién cognitiva, autores como Gomez (2019), Martinez-Torregrosa et al.
(2002) y Lbpez-Gay et al. (2015) plantean que una de las dificultades para la comprension del
diferencial esta presente en la diversidad de significados, producto de su evolucion histérica.
Por otro lado, los diversos contextos de uso y los sentidos que van construyendo los estudiantes
en cada situacion problema del campo de las matematicas, fisica, ingenieria o las ciencias
experimentales, hace que surjan diferentes conflictos cognitivos. Esto situacion se agrava en el
momento en que se les solicita que expliquen expresiones que se encuentran vinculadas al
diferencial, la diversidad de nociones (definiciones, términos, expresiones) relacionadas hace

que no quede claro qué es el diferencial y para qué se lo utilizan (Ely, 2021).

Uno de los principales usos del diferencial se encuentra en la modelizacion, ya que
permite realizar un estudio de los fenémenos de cambio en diferentes disciplinas, destacando
de esta manera la importancia de un aspecto de la dimension ecoldgica. Pero como
consecuencia de este uso interdisciplinario se producen disparidades de significados, como lo

evidencian los estudios de Dray y Monogue (2010) y Hu y Rebello (2013).

En relacion con la dimensién instruccional, las investigaciones mencionadas sefialas
que existen varias dificultades, una de ellas se produce por la forma en que se presenta el
estudio del diferencial en los libros de textos, tanto los antiguos como los actuales, generan
conflictos instruccionales, principalmente debido al uso de diferentes definiciones en distintas
partes del texto sin explicar los cambios considerados. Esto es reportado por Gémez (2019),
Oldenburg (2016), Pulido (1997), entre otros.

Teniendo en cuenta que el libro de texto es utilizado por muchos profesores como una
guia del proceso de instruccion a implementar (Castillo et al., 2022a; Frank y Thompson,
2021), se generan conflictos instruccionales en la gestion de la generalizacion y/o complejidad
del concepto segun el significado que se pretenda estudiar con los estudiantes. Ademas, es
importante comprender los significados de los conceptos del célculo, y en particular del
diferencial, que tienen los profesores, ya que esto proporciona informacion sobre las
posibilidades y oportunidades que tendran los estudiantes para construir aprendizajes
significativos (Frank y Thompson, 2021).
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Diversos autores han elaborado modelos parciales o clasificaciones de los significados
del diferencial segun los usos y aplicaciones que hacen los estudiantes, en un intento de
comprender y afrontar las distintas dificultades educativas asociadas a este concepto (Dray y
Manogue, 2010; Ely, 2021; Hu y Rebello, 2013; Lopez-Gay et al., 2015; Oldenburg, 2016;
Pulido, 2010, Valdivé y Garbin, 2008). En esta misma linea, Veron y Giacomone (2021) han
realizado una descripcion detallada de los significados parciales del diferencial a partir de un
estudio historico epistemoldgico donde abordan la complejidad ontosemiética del concepto
(Font et al., 2020).

En busca de la mejora y la optimizacion de los procesos de ensefianza y aprendizaje del
concepto de diferencial, desde la perspectiva del EOS se ha propuesta la nocion de idoneidad
didactica (Godino, 2013) como una herramienta tedrica-metodoldgica que brinda principios,
criterios e indicadores globales, sobre los cuales existe un cierto consenso en la comunidad
educativa, de cada una de las dimensiones que intervienen en este proceso, cuya aplicacion
constituye una guia que podria ser fundamental para apoyar el disefio de tareas significativas,
su implementacion y gestion de los conocimientos y la valoracion justificada de todo el proceso

de estudio.

Desde la investigacion en didactica de la matematicas, se busca particularizar y
sintetizar los conocimientos didactico-matematico necesarios para la ensefianza efectiva de un
determinado contenido en criterios e indicadores (Godino, 2021), algunos trabajos en esta linea
encontramos en Araya et al. (2021) quienes proponen criterios de idoneidad Utiles para disefiar
tareas que promuevan diversos significados de la nocion limite; Beltran-Pellicer et al., (2018)
presentan la elaboracién de indicadores especificos de idoneidad didactica en probabilidad;
Pino-Fan y Parra-Urrea (2021) elaboran criterios para orientar el disefio y la reflexion de clases
en relacion al estudio de las funciones; Ruz et al. (2019) proponen una guia para valorar

procesos de instruccion en Didactica de la Estadistica.

El objetivo de este capitulo es describir la elaboracion de una Guia de Valoracion de la
Idoneidad Didactica de un proceso de estudio del diferencial para que constituya un
instrumento de reflexidn, para el profesor, sobre un proceso de ensefianza y aprendizaje del

diferencial y debe ser de utilidad para la toma de decisiones fundamentadas en el aula.

A continuacion, en la seccion 5.2, se presenta el marco tedrico y el problema especifico
de investigacion. En la seccion 5.3, se describe la metodologia empleada. En la seccion 5.4, se

sintetizan los resultados de las investigaciones en el area y se presenta, como resultado, el
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sistema de indicadores de idoneidad didactica. Finalmente, se presentan algunas conclusiones

y lineas de investigacion.
5.2 Marco Teorico y Problema Especifico de Investigacion

Desde la perspectiva del Enfoque Ontosemiotico (EOS) del conocimiento y la
instruccion matematicos (Godino et al., 2007; 2020), se consideran seis dimensiones o facetas
que determinan los focos de atencion del analisis didactico: epistémica, cognitiva, afectiva,
interaccional, mediacional y ecoldgica. Para clasificar un proceso de instruccion como
adecuado, en este marco se desarrolld el constructo de Idoneidad Didactica que aporta
componentes y criterios generales para valorar cada una de las mencionadas dimensiones
(Figura 5.1).

Figura 5.1

Facetas y componentes del proceso instruccional que pueden ser focos de la investigacion

™

Facetas Componentes

Significados institucionales

. Relaciones (Conexiones)
EPISTEMICA Procesos

Conflictos epistémicos

Significados personales (Aprendizajes)
Relaciones (Conexiones)

Procesos

Conocimientos previos

Diferencias individuales

Conflictos cognitivos

COGNITIVA

Emociones; Actitudes; Motivacion;

AFECTIVA { Creencias; valores

SY130Vd IHINT
SINOIDIVHIALNI

w=
535
28
g2
(=N
e w
oz

Interaccion docente - discentes

INTERACCIONALS Interaccion entre estudiantes
Autonomia; Evaluacion formativa

Numero de estudiantes; Tiempo

MEDIACIONAL { Recursos materiales; Condiciones del aula

Adaptacion al curriculo; Apertura a la
innovacion; Adaptacion socio-profesional;
ECOLOGICA Educacién en valores;
A Conexiones interdisciplinares _/

Fuente: Extraido de Godino, Batanero, Brugos y Gea (2021, p. 10).

La nocion de idoneidad didactica se considera como un criterio sistémico de

optimizacion de un proceso de ensefianza de las matematicas y se define como:

el grado en que dicho proceso (o una parte del mismo) reune ciertas caracteristicas que
permiten calificarlo como 6ptimo o adecuado para conseguir la adaptacion entre los
significados personales logrados por los estudiantes (aprendizaje) y los significados
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institucionales pretendidos o implementados (ensefianza), teniendo en cuenta las

circunstancias y recursos disponibles (entorno). (Godino et al., 2020, p. 11)

Asi, la idoneidad didactica supone la articulacion coherente de las seis facetas
(epistémica, cognitiva, afectiva, internacional, mediacional y ecoldgica) relacionadas con las
correspondientes del proceso instruccional, las cuales se encuentran descriptas en el Capitulo
2, apartado 2.1.5.

Los criterios de cada componente permiten valorar cada faceta se definen como “norma de

correccion que establece como deberia realizarse un proceso de ensefianza y aprendizaje”

(Breda et al., 2018, p. 264).

Por medio de la elaboracion de la Guia de Valoracion de la Idoneidad Didactica
(GVID), se trata de introducir una metodologia para realizar la reconstruccion de un significado
de referencia para el estudio del diferencial, en las diversas facetas: epistémica, cognitiva,
ecologica, afectiva, mediacional e interaccional. Por tales motivos, se considera a la GVID
como una herramienta conceptual para la reflexion sistemética y detallada de los procesos de
ensefianza y aprendizaje en sus fases de disefio, implementacion y evaluacion (Beltran-Pellicer
etal., 2018).

Teniendo en cuenta los resultados de las investigaciones en torno al estudio del
diferencial y al uso de la idoneidad didactica, en este articulo abordamos la siguiente pregunta

de investigacion:

¢ Qué aspectos y criterios deberian tener en cuenta un profesor para optimizar los

procesos de ensefianza y aprendizaje del concepto de diferencial?

En este articulo nos limitamos a presentar la construccion de los indicadores de

idoneidad did&ctica para el estudio del diferencial.
5.3 Metodologia

Se sigue una metodologia basada en el analisis de contenido (Cohen et al., 2007) que
permite establecer, procesar y revisar dimensiones o categorias cualitativas, describir

tendencias, caracteristicas del contenido y realizar inferencias validas a partir de los datos.

El analisis de contenido busca identificar y sistematizar criterios especificos de
idoneidad didactica a partir de los resultados de las investigaciones claves en torno al estudio
del concepto de diferencial, considerando las facetas epistémica, cognitiva, afectiva,

interaccional, mediacional y ecoldgica. Las unidades de analisis se determinan a partir de las
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facetas, componentes, subcomponentes y criterios de la Idoneidad Didactica para el analisis de

contenido de las investigaciones referidas a la ensefianza y aprendizaje del diferencial.

De esta manera se logra la construccién de una guia de criterios de idoneidad didactica
para el estudio del diferencial, cuyo proceso introduce una metodologia para realizar la
reconstruccion del significado de referencia para el estudio de un concepto en sus diversas
facetas (Beltran-Pellicer et al., 2018).

5.4 Criterios de Idoneidad Didactica de un Proceso de Estudio del Diferencial
5.4.1 Faceta epistémica

La faceta epistémica se refiere al contenido matematico que se estudia, entendido desde
una perspectiva institucional, y apoyado en una epistemologia matematica centrada en las
situaciones-problemas, en las practicas realizadas para su resolucién, asi como en las
configuraciones de objetos y procesos matematicos que intervienen y emergen en las tales

practicas (Godino, Batanero, Rivas y Arteaga, 2013, pp. 52-53).

Es importante tener en cuenta que el diferencial es un concepto polisémico (Lbopez-Gay
et al., 2015) porque tiene varios significados, funciones y usos diferentes en matematicas,
fisica, ingenieria y en las ciencias experimentales (Arcos, 2004; Oldenburg, 2016, Veron,
2020). A continuacion, describimos los objetos y procesos que caracterizan a cada significado
del diferencial y conforman las configuraciones epistémicas del concepto a partir del estudio
realizado por Verdn y Giacomone (2021).

5.4.1.1 Significado de la Diferencial de Leibniz

El significado del diferencial en el marco del calculo de Leibniz se puede caracterizar
a partir de la configuracién ontosemiotica de practicas objetos y procesos que intervienen y

emergen en las situaciones-problemas dentro de este marco.

Situaciones-problemas: Las situaciones en las que surge de manera clave el diferencial
estan relacionadas con las cantidades infinitamente pequefias con el célculo de la tangente a
una curva (Araya et al., 2021; Pino-Fan, Godino y Font, 2011; Veron y Giacomone, 2021), la
longitud de la curva, el area de una region o el volumen de un soélido de revolucion (Edwards,
1979). Ademas, Badillo et al. (2005) plantean que el diferencial como un incremento
infinitesimal fue de gran ayuda para la resolucién de problemas no solo matematicos, sino

también de la fisica.
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Lenguajes: En primer lugar, se utiliza un lenguaje natural y geométrico, caracterizado
por la consideracion de los conceptos como cantidades geométricas variables, es decir,
considerar a las variables como cantidades o magnitud (Bos, 1974; Pulido, 1997). La
utilizacion del triangulo diferencial para el calculo de la subtangente y la tangente a una curva,
la cual era considerada como un poligono de infinitos lados infinitamente pequefio (Kleiner,

2012), como se observa en la Figura 5.2.

Figura5.2

Triangulo diferencial de lados dx, dy y ds

y

dx

N x

Fuente: Extraido de Veron y Giacomone (2021, p. 8)

El lenguaje algebraico y simbdlico es una de las principales caracteristicas del
diferencial de Leibniz, por su persistencia en el tiempo con el surgimiento de las expresiones
como Ax,Ay,dx,dy, x +dx,y + dy, (dx)? (Bos, 1974; Edwards, 1979; Kleiner, 2012;
Martinez-Torregrosa et al., 2002; Pulido, 1997).

Conceptos y definiciones: Los principales conceptos utilizados en esta configuracién

son: cantidades infinitamente pequefias y la diferencia, al definir al diferencial como

La diferencia de dos valores sucesivos de x es la diferencial dx, y similarmente para dy.
Se supone que las cantidades dx y dy no son cero sino incomparablemente pequefias, y
por lo tanto despreciables, con respecto a los valores de las variables x e y. (Edwards,
1979, p. 261)

Ademas, la curva definida como un poligono infinitoangular, triangulo diferencial de

lados infinitesimales dx, dy, ds. También se emplean conceptos caracteristicos del marco
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geométrico-algebraico de Leibniz como la subtangente, tangente, semejanza, ecuacion

proporcional.
Proposiciones y propiedades:

— P1: “un incremento infinitesimal dx en x, produce un incremento infinitesimal dy eny”

(Martinez-Torregrosa et al., 2002).

— P2: “los puntos infinitamente proximos P y Q se relacionan de la siguiente manera y +

dy = (x + dx)?

— P3: los diferenciales de orden dos son insignificantes o despreciables en comparacion
con dx y dy (Bos, 1974; Edwards, 1979).

Procedimientos: Se destaca el procedimiento “diferencia de la ecuacion” que consiste en
incrementar las variables x e y en una cantidad infinitamente pequefia dx y dy, respectivamente
y + dy = (x + dx)?. Ademas, Leibniz en 1964 (p. 223) plantea que para encontrar la tangente
a una curva hay que “dibujar una linea recta que une dos puntos de la curva que tienen una
distancia infinitamente pequefia, es decir, el lado prolongado del poligono infinitoangular que

para nosotros es lo mismo que la curva” (Bos, 1974, p. 19).

Argumentos: Los argumentos que se utilizan provienen de la consideracion de la curva
como un poligono de infinitos lados, lo que permite determinar el tridngulo diferencial y la
semejanza con el tridngulo formado por la subtangente, la ordenada y la tangente. A partir de
establecer la semejanza entre los triangulos se establece las ecuaciones proporcionales que

permiten hallar el valor de la subtangente AT y encontrar la tangente PT.

Procesos: se destacan los procesos de conceptualizacion y representacion del diferencial,
de triangulo diferencial y los correspondientes elementos diferenciales dx, dy y ds como
cantidades de longitud infinitamente pequefias. Los diferenciales intervienen en procesos de
algoritmizacién o calculo una vez establecido la ecuacion proporcional que relaciona las
cantidades de magnitud geométrica, en este caso longitudes de segmentos. Otro proceso que
caracteriza a este significado es la modelizacion, ya que el diferencial es utilizado para
matematizar cambios pequefios o infinitamente pequefios de diversos fendmenos de estudio
provenientes de las matematicas, la fisica, quimica, biologia, economia y las ingenierias
(Lopez-Gay et al., 2015).
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5.4.1.2 Significado de la Diferencial de Cauchy

Situaciones-problemas: Las situaciones en las que emergen los diferenciales estan
relacionados con la consideracién de las cantidades como variables o incrementos arbitrarios
que son infinitesimales cuando su limite tiende a cero. Una situacion la analizan Veron y
Giacomone (2021) con el calculo de la inclinacion de la curva, pero también es posible
encontrar diferenciales de Cauchy en situaciones-problemas de geometria, fisica y economia
que involucran el trabajo con limite (Araya et al., 2021) y también, en situaciones que involucra
la derivada como cociente de diferenciales relacionado con las ideas de limite en el calculo de
puntos méximos, minimos e inflexion (Pino-Fan et al., 2011). Ademas, el significado del
diferencial de Cuachy surge en el contexto de situaciones que involucra el limite y la integral,

como puede observarse en Burgos et al. (2021).

Lenguajes: se caracteriza por el lenguaje geométrico porque en el marco del calculo de
Cauchy se abordan varias situaciones-problemas desde el punto de vista de la geometria como

el célculo de la inclinacion de una curva. Ademas, se destaca el lenguaje simbdlico, algebraico

dy

y funcional con el empleo de los simbolos como dy, df(x),y’,f'(x), i—z o

y las
relaciones funcionales entre el diferencial y la derivada, en expresiones como df(x) =
f(x).dx,dy=ydx,y = Z—z . Como lo presenta Cauchy en 1823 (p. 13) el “diferencial se

indica por la caracteristica d, de donde se sigue: dy o df (x). Es féacil obtener su valor cuando

se conoce el de la funcion derivada y’ o f”(x)”.

Conceptos y definiciones: los principales conceptos involucrados en el marco del
calculo de Cauchy son inclinacion, cuerda, curva, tangente, infinitamente pequefio, tangente
trigonométrica, limite, convergencia, razon de incrementos, diferenciales, cociente de
diferenciales y funciéon derivada. Se define al dx como “la diferencial de la variable
independiente x no es otra cosa que la constante finita h. Por tanto, la ecuacion df (x) = hf’(x)
viene a ser df (x) = f’(x).dx o lo que viene a ser lo mismo, dy = y’ dx” (Cauchy, 1823, p.
13).

Para Cauchy (1821), “una cantidad variable se vuelve infinitamente pequefia, cuando
su valor numérico disminuye indefinidamente para converger hacia el limite cero” (p. 26).
Cauchy definid la diferencial como una expresion construida a partir de la derivada: df =

f’(x) - dx, siendo dx un incremento arbitrario de la variable y el df es simplemente era el
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producto de la derivada por el incremento de la variable independiente (Martinez-Torregrosa
et al., 2002).

Proposiciones y propiedades:

— P1: Una cantidad infinitamente pequefia, denotada por a 0 i, es “una variable cuyo valor

numérico disminuye indefinidamente” (Cauchy, 1821, p. 27).

— P2: si la distancia entre los puntos es infinitamente pequefia, la cuerda se confundira
sensiblemente con la tangente a la curva y la inclinacion de la cuerda con la inclinacion
de la tangente (Cauchy, 1823, pp. 23-24)

— P3: “la inclinaciéon de la cuerda se obtiene por el valor numérico de la tangente

trigonométrica i—i” (Cauchy, 1823, pp. 23-24).

— P4: “el valor numérico del limite hacia el cual converge la tangente trigonométrica es
la inclinacion de la cuerda, es decir, la funcion derivada y’ = Z_Z ” (Cauchy, 1823, pp.
23-24).

— P5: “siel valor de y' es nulo, la tangente a la curva es una recta paralela al eje x y es un
punto maximo o minimo” (Cauchy, 1823, pp. 23-24)

— P6: “si el valor de y' es infinito, la tangente a la curva es perpendicular” (Cauchy, 1823,
pp. 23-24).

Procedimientos: como procedimiento de calculo se realiza el proceso de paso al limite que
da lugar a la derivada de la funcion en el punto (x, y). En primer lugar, se plantea, por ejemplo,

para el calculo de la inclinacion de una curva el trazado de una cuerda a partir de dos puntos
. - A . . L.
de la curva, para luego plantear la razén de incrementos i denominada tangente trigonométrica
y con el paso al limite se puede determinar la funcién derivada como el cociente de
dy

. . ;) _dy
diferenciales y' = ™

Argumentos y justificaciones: los argumentos que validan los procedimientos y

proposiciones son la definicion de inclinacion de la curva, la tangente trigonométrica como la
p . A s . ., . . e .
razon de los incrementos A—z , el limite y la consideracion de las cantidades infinitamente

pequefias como ‘“una variable cuyo valor numérico disminuye indefinidamente” (Cauchy,

1821, p. 27) y que “un infinitesimal es una variable cuyo limite es cero” (Kleiner, 2012, p. 90).
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La funcién derivada como limite de la razon de incremento, y la igualdad entre la funcion

derivada y el cociente de diferenciales.

Procesos: en el proceso de conceptualizacion de la inclinacion de la cuerda como el angulo
agudo formado entre la cuerda y el eje x prolongado, surge el proceso de conceptualizacion del
diferencial como una variable que tiene limite cero, como lo refleja Kitcher (1984, p. 247) al
mencionar que ‘“cuando los valores absolutos sucesivos de una variable disminuyen
indefinidamente de tal manera que sea menor que cualquier cantidad dada, esa variable se
convierte en lo que se llama infinitesimal. Dicha variable tiene cero para su limite”. Ademas,
se puede destacar el proceso de modelizacion e identificacion de los infinitesimales en el
procedimiento de calculo donde la inclinacion de la cuerda tiende a la inclinacion de la curva,
cuando los puntos que definen a la cuerda se aproximan infinitamente y la distancia que los

separa es una variable que tiene por limite cero.
5.4.1.3 Significado de la Diferencial de Fréchet

Situaciones-problemas: En las situaciones en la que se requiere realizar una
aproximacion local de la curva, una estimacion lineal o tangencial, para describir el
comportamiento de un determinado fenémeno fisico, quimico, biolégico o geométrico, se
utilizan aproximaciones y funciones lineales, que caracterizan al diferencial de Fréchet (p.e.
Lopez-Gay et al., 2018). En Verdn y Giacomone (2021), se plantea el calculo de la aplicacion
lineal y homogénea que aproxima el incremento de la funcidén en un punto respecto al
incremento de X. En estas situaciones-problemas no se requiere que el diferencial sea
infinitamente pequefio, sino que Af — df es infinitamente pequefio respecto de Ax (Martinez-
Torregrosa et al., 2006).

Lenguajes: se caracteriza por emplear un lenguaje natural y geométrico, al trabajar con
la aproximacion lineal como la recta tangente a la curva, y el lenguaje algebraico, simbdlico y
funcional se  presenta en  expresiones como f:A—-R , Ax, df,
df = f'(a)dx, df (a,dx) = f'(a)dx y =~ para indicar que Af =~ df. Ademas, se utilizan
términos como ‘aproximacion’, ‘estimacion’, ‘infinitamente pequefio’, ‘incremento’ y ‘error’
‘aproximadamente igual’.

Conceptos y definiciones: Los principales conceptos que emergen de las practicas son:
aplicacion lineal y homogénea, funcion, variable, incremento, aproximacion, estimacion, error,
infinitamente pequefio, limite y derivada, como se observa en la definicion de Fréchet en 1911

sobre el diferencial:

127



“Una funcion f (x, y, z, t) admite una diferencial en el punto (x,, yo, Zo, to) Si existe una
funcion lineal y homogenea de los incrementos, o sea: AAx + BAy + CAz + DAt, que
no difiere del incremento de la funcion Af a partir del valor f (xq, yo, 2o, to) Nada méas
que en un valor infinitamente pequefo respecto a la distancia A de los puntos (xq, ..., tg)
y (xo +4x ..., ty + At). La diferencial entonces es por definicion: df = Adx +
BAy + CAz + DAt.” Esta definicion se expresa por la formula Af = df + 4 donde

¢ tiende a cero cuando A tiende a cero. (como se citd en Artigue, 1989, p. 34)

De esta manera el diferencial de Fréchet se define como la estimacion lineal del
incremento respecto al cambio de variable. Se entiende que el diferencial es una funcién que
puede tomar cualquier valor y su expresion diferencial va a estar sujeta a la condicion de que
(Af —df) sea infinitamente pequefia respecto a Ax. Esto quiere decir que df no es
infinitamente pequefio, sino que la diferencia entre el incremento y el diferencial es
infinitamente pequefio respecto a Ax (Lopez-Gay, 2001). Ademas, es necesario destacar que la
funcion diferencial df es una funcién de dos variables (Martinez-Torregrosa et al., 2002) ya
que depende del punto x = a y del diferencial de x, cuya notacion es: df (a, dx) = f'(a)dx
(Rabuffetti, 1987).

Proposiciones y propiedades: Los enunciados y proposiciones que se realizan sobre los

conceptos y definiciones son:

— P1: “Af = f'(a)dx + edx” (el incremento de la funcion se puede escribir como una
suma de una aplicacion lineal y homogénea del incremento de x y una funcion € que

tiende a cero cuando Ax tiende a cero) (Martinez-Torregrosa et al., 2006);

— P2: “df = f'(a)dx es una aplicacion lineal y homogénea de los incrementos”

(Martinez-Torregrosa et al., 2006);

— P3: Alilno g,(Ax) =0

— P4: “Af = f'(a)dx”, “Af = df” (el incremento de la funcién es aproximadamente
igual al diferencial de la funcion).

Procedimientos: en primer lugar, se destaca que los procedimientos que se utilizan para
determinar una funcion lineal y homogénea que aproxime al incremento de la funcion
provienen del calculo de los limites y las derivadas. Se plantea el incremento de la funcion f

como Af = f(a + Ax) — f(a). Luego, siguiendo la definicion de diferencial de Fréchet, se
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considera que Af = f'(a)dx + edx y que ¢ tiende a cero cuando Ax tiende a cero, entonces el
Af = f'(a)dx

Argumentos: la validacion de los procedimientos y proposiciones se debe a la utilizacion
de la definicion de funcion, limite, incremento de la funcion Af = df + €4 donde ¢ tiende
a cero cuando A tiende a cero (Fréchet, 1911) y el diferencial como una aplicacién lineal y
homogénea del incremento de x. Ademas de las definiciones y propiedades del célculo de

limites y derivadas.

Procesos: se destaca la conceptualizacion del diferencial como una aplicacion lineal y
homogénea que no necesariamente es infinitamente pequefio, sino que su expresion esta sujeta
a que Af — df sea infinitamente pequefio respecto de Ax (Martinez-Torregrosa et al., 2006).
Otro proceso importante es el de modelizacion ya que el comportamiento de la funcion en un
punto es aproximadamente igual al del diferencial de la funcion considerandola como mejor

aproximacion local de la curva (Alibert y Legrand, 1989).
5.4.1.4 Significado del diferencial de Robinson

Situaciones-problemas: Las situaciones en las cuales surge el diferencial de Robinson
se caracterizan por considerar a los infinitesimales como nimeros hiperreales en el campo del
analisis no estandar (Kleiner, 2012). Como lo plantean Keisler (2000) y Verdn y Giacomone
(2021) para el calculo de la pendiente a una funcion. También se emplean para problemas de
velocidad, tasa de cambios y funciones de acumulacion considerando al diferencial como un

incremento infinitesimal de x, en el marco del analisis no estandar (Ely, 2021).

Lenguajes: se caracteriza por presentar un lenguaje natural y geométrico, como se

puede apreciar con el calculo de la pendiente en Verdn (2020); un lenguaje algebraico y

simbolico con las expresiones i_i’ Z—z = f'(x), dx = Ax,dy = f'(x)dx

Conceptos y definiciones: los conceptos que entran en juego en las practicas son:
infinitésimo, nimero hiperreal, nimero real y nimeros infinitamente proximos como se puede
observar en la definicion dada por Robinson en 1966 de los nimeros hiperreales infinitésimos
e infinitos:

Un nimero a €*R se llamard infinitesimal o infinitamente pequefio si |a| < m para todo

namero positivo m € R. Segun esta definicion, 0 es infinitesimal. ...Un nimero r €*R,

r # 0, es infinitesimal si y solo si ™1 es infinito. Si a — b es infinitesimal, entonces

decimos que b estd infinitamente proximo a a, y se escribe a =~ b. Esto es, dos
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hiperreales x, y €*R son infinitamente cercanos (notacion: x =y), x =~y &
(vneN,n=>1)|x—y| <1/n.(p.56)

En cuanto al diferencial, en el marco del anélisis no estandar, se define la diferencial de

x es la variable independiente dx = Ax y el diferencial de y es la variable dependiente dy dada

por dy = f’(x)dx (Keisler, 2000). En relacion con los conceptos de curva, pendiente, y razon

de incrementos infinitesimales, se plantea que la relacion entre la derivada y el cociente de

diferenciales es la igualdad: d—z = f'(x) mientras que la derivada y el cociente incremental
difieren en un infinitésimo: ﬁ ~ f'(x)
Proposiciones y propiedades: en el célculo de la pendiente de recta tangente a la funcion

se plantea que la razén de incrementos infinitesimales es

A ..
A—i’ = 2x, + Ax , en donde surgen las proposiciones como:

. , e Lo Ay,,
— P1: “pendiente en (xq,yo) = el numero real infinitamente proximo a A—z

— P2: “El namero hiperreal 2x, + Ax no es un nimero real”;
— P3: “El numero hiperreal 2x, + Ax est& infinitamente préximo al nimero real 2x,”

Procedimientos: se observan que se plantea la razén de incrementos infinitesimales y que

se resuelve mediante el calculo algebraico con numeros hiperreales.

Argumentos: los argumentos que validan los procedimientos y proposiciones provienen de
la definicion de nimeros hiperreales y de las propiedades algebraicas de las operaciones con

numeros hiperreales.

Procesos: se caracteriza por el proceso de conceptualizacion del diferencial como un
namero hiperreal (infinitesimal) y el proceso de algoritmizacion en el célculo de pendiente al
establecer relaciones entre la derivada, cociente de diferenciales, cociente de incrementos
infinitesimales y que el nimero hiperreal 2x, + Ax esta infinitamente préximo al numero real
2x, (Keisler, 2000).

5.4.1.5 Relaciones entre significados

Se considera relevante para el estudio del concepto de diferencial establecer relaciones
entre los significados parciales y, en consecuencia, entre las practicas, objetos y procesos que
emergen en la resolucién de las situaciones-problemas con el propésito de trabajar con una

muestra representativa de los significados institucionales del concepto.
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Las relaciones entre los significados del diferencial deben tener presente las
interconexiones entre las configuraciones ontosemidticas caracterizadas por Veron y

Giacomone (2021) segun el grado de generalidad y formalizacion de los objetos intervinientes.

El concepto de diferencial se relaciona de manera directa con otros conceptos, donde
interviene su representacion simbdlica (dx, dy, df) y su utilizacion en relacién con los conceptos
de derivada, integral y ecuaciones diferenciales (Ely, 2021; Gémez, 2019); tasa de cambio
(Frank y Thompson, 2021), utilizando de esta manera uno o varios de los significados parciales

del diferencial.

Ademas, los autores Harel (2021); Martinez-Planell y Trigueros (2021); Thompson y
Harel (2021), destacan la importancia del estudio de la linealizacién o aproximacion lineal,
cuyas practicas estan asociadas al significado parcial del diferencial, para establecer relaciones

entre el calculo de funciones reales y el calculo multivariable.
5.4.1.6 Conflictos epistémicos

Varias investigaciones plantean la necesidad de realizar un estudio historico
epistemoldgico del concepto de diferencial por la complejidad del concepto y por los diferentes
significados con los cuales se presenta, resaltando el problema epistemologico de los
significados del diferencial (Artigue, 1995; Cordero-Orosio, 1991; Garcia Jiménez, 2018;
Gomez, 2019; Hu y Rebello, 2013; Pulido, 1997).

Las dificultades que presentan los estudiantes sobre el diferencial son del tipo
estructural, relacionado con el calculo algebraico por una presentacion donde predomina los
algoritmos, pero también conceptual, relacionado con la comprensién del objeto (Orton, 1983).
Por otro lado, se plantea que las dificultades estan estrechamente relacionadas con la forma en
las cuales se presenta a los estudiantes, es decir, desde qué significado (Gomez, 2019), lo que
implica de manera directa los conceptos que son empleados para definir al diferencial. En
particular, se menciona que la presentacion por medio del concepto de limite, como aparece en
la mayoria de los textos actuales del calculo, genera mayores dificultades por la complejidad
del objeto matematico limite (Arcos, 2004; Oldenburg, 2016; Pulido, 1997).

A pesar de su gran utilidad en matematicas y en las ciencias experimentales, suele
suceder que no es claro la finalidad con los cuales se emplean procedimientos que involucran
diferenciales en la resolucidn de situaciones-problemas como lo evidencian las investigaciones
de Artigue et al. (1990), Ely (2021), Hu y Rebello (2013), Martinez-Torregrosa et al., (2002),
entre otros. También plantean Ldépez-Gay et al. (2015) y Martinez Uribe et al. (2017), que se
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presentan conflictos en el uso y la representacion del diferencial en las diferentes asignaturas

que abordan el tema, principalmente entre calculo y fisica.

Ademas, las investigaciones de Artigue et al. (1990), Lépez-Gay (2001), Oldenburg
(2016) y Pulido (1997), muestran como conviven y generan diferentes conflictos en estudiantes
y profesores, en matematicas y las ciencias experimentales, los diversos significados del
concepto de diferencial que se presentan de forma explicita o implicita en los diferentes libros

de textos de calculo, fisica, quimica, ingenieria, etc.

Un aspecto importante del concepto de diferencial que destaca Gomez (2019) es la
representacion simbdlica y su utilizacion en relacion con los conceptos de derivada, integral y

ecuaciones diferenciales, porque el diferencial aparece en las expresiones dy = f'(x).dx;
Z—z = f'(x); f(x,y)dx+ g(x,y)dy =0; [f(x)dx, generando de esta forma diferentes

conflictos en el aprendizaje y la ensefianza del concepto de diferencial. Por ejemplo, Ely (2021)
plantea que, en los libros de textos actuales, un diferencial no se puede escribir de manera

significativa por si mismo, sino que solo adquiere significado cuando se lo fusiona con otras

. d . : , .- . +h)—
notaciones, como —di donde simboliza un lenguaje de cddigo para representar }llrr(l) fth)—7(x) ’z [(x)
-

mas que un cociente de cantidades. En relacion con los conflictos semioticos que presenta el
diferencial en los significados de la integral definida, algunas discusiones y ejemplos se
presentan en Burgos et al. (2021) y Ely (2017).

A continuacion, en la Tabla 5.1, se especifican los componentes, subcomponentes e

indicadores de idoneidad epistémica para el estudio del diferencial.

Tabla 5.1
Indicadores especificos para la idoneidad epistémica para el estudio del diferencial

Sub

Compo _

_nentes  °°MPO- Indicadores
nentes
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Significados

Situaciones-problemas

Se plantean situaciones-problemas que muestren y relacionen los
diversos significados del diferencial involucrando las cantidades
infinitesimales, variables cuyos limites son infinitésimos vy
aproximaciones o estimaciones lineales.

Se presenta una muestra representativa y articulada de situaciones de
contextualizacion, ejercitacion y aplicacion.

Se propone una muestra representativa de contextos donde ejercitar y
aplicar los significados del diferencial, ya sean en matematicas o en
otras ciencias, como la fisica, quimica, ingenieria, economia, etc.

Se proponen situaciones de generacién de problemas en matematicas y
en las ciencias experimentales (problematizacion) para el estudio de
cambios infinitesimales por los propios estudiantes.

Se plantean situaciones que propician la utilizacion del diferencial para
la modelizacion y representacion de las variaciones o cambios de
diversos fendmenos de matematicas, fisica, ingenieria y de las ciencias
experimentales.

Lenguajes

Se emplean diferentes registros y representaciones para describir al
diferencial (natural, algebraico, simbdlico, gréfico, funcional, etc.),
sefialando las relaciones entre las mismas. Por ejemplo, se emplea el
registro tabular para representar el cambio infinitesimal del tiempo o la
variacion infinitesimal de la masa en funcion del radio. También se
utiliza el registro grafico para representar y conceptualizar la “porcion
infinitesimal” de area o para estudiar la estimacion lineal tangencial a
una curva.

Se utiliza un nivel de lenguaje adecuado a los alumnos que se dirige.
Se emplean términos precisos, como cantidades pequefias, cantidades
infinitamente  pequefias, incremento infinitesimal, tangente,
inclinacion, aproximacion lineal, pendiente, derivada, etc.

Se proponen situaciones de expresion matematica e interpretacion, en
los diferentes registros mencionados. Por ejemplo: dy = f'(x).dx;

D f1); fx,y)dx + g(xy)dy = 0; [ () [ df

Conceptos

Se presentan los conceptos fundamentales del diferencial en forma clara
y se adaptan al nivel educativo al que se dirigen.

Se presentan las definiciones del dx, dy, incremento de la funcion,
derivada, cantidad infinitesimal, variacion infinitesimal, cociente
diferencial, incremento infinitesimal, pendiente, estimacién lineal
tangencial, aproximacion, error, etc.

Se proponen situaciones donde los estudiantes tengan que generar o
negociar definiciones que intervienen y emergen en el estudio del
diferencial.
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Proposiciones

Se presentan las proposiciones fundamentales del diferencial en forma
clara y se adaptan al nivel educativo al que se dirigen. Por ejemplo: “un
incremento infinitesimal dx en x, produce un incremento infinitesimal
dy en y” (Martinez-Torregrosa et al., 2002).

Una proposicion fundamental con relacion al diferencial es que
cantidad infinitamente pequefia “una variable cuyo valor numérico
disminuye indefinidamente” (Cauchy, 1821, p. 27).

Se proponen situaciones donde los estudiantes tengan que generar o
negociar proposiciones sobre las interpretaciones y sentidos que
atribuyen al diferencial, segun el contexto de uso. Por ejemplo, cuando
se dice que la diferencial son “esos trocitos cada vez mas pequefios” es
importante abordar la validez de esta afirmacion.

Procedimientos

Se presentan los procedimientos fundamentales del diferencial en forma
clara y se adaptan al nivel educativo al que se dirigen. Por ejemplo:
“diferencia de la ecuacion” que consiste en incrementar las variables x
e y en una cantidad infinitamente pequefia dx y dy, respectivamente
(asociado al diferencial de Leibniz), el proceso de paso al limite para
plantear la derivada como el cociente de diferenciales (asociado al
diferencial de Cauchy) o el incremento de la funcion se puede escribir
como una suma de una aplicacion lineal y homogénea del incremento
de x y una funcion & que tiende a cero cuando Ax tiende a cero)
(asociado al diferencial de Fréchet).

Se proponen situaciones donde los estudiantes tengan que generar o
negociar procedimientos.

Argumentos

Las proposiciones y procedimientos se explican y argumentan (se
justifican y demuestran) de forma adecuadas segun el nivel educativo a
que se dirigen.

Se usan representaciones geométricas para apoyar y reforzar las
argumentaciones

Se promueven situaciones donde el estudiante tenga que argumentar.

Relaciones

Se identifican y articulan los diversos significados del diferencial segun
los objetos matematicos (problemas, definiciones, proposiciones etc.)
el nivel de generalizacion y formalizacion de los objetos intervinientes.
Se proponen situaciones para establecer relaciones entre el diferencial

con otros conceptos, como derivada %= f'(x), integral [dy y

ecuaciones diferenciales.

Procesos

Comunicacion

7

argumentacion

Se deberia tener en cuenta la diversidad de procesos (secuencias de
practicas) de los cuales emergen los objetos que intervienen en las
practicas matematicas (problematizacion, representacion, definicion,
generalizacion, modelizacion, ...). Por ejemplo: el proceso de
modelizacién, donde el diferencial es utilizado para matematizar
cambios pequefios o infinitamente pequefios de diversos fendmenos de
estudio provenientes de las matematicas, la fisica, quimica, biologia,
economia y las ingenierias (L6pez-Gay et al., 2015). El proceso de
representacion de los diferenciales mediante expresiones simbolicas
como dx, dy, df y mediante graficos como la linealizacidn de una curva.
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Modelizacién

Se plantean situaciones que permitan al estudiante utilizar modelos
matematicos para representar y comprender relaciones donde interviene
el diferencial (identificar, seleccionar caracteristicas de una situacion,
representarlas simbolicamente, analizar y razonar el modelo, reconocer
las caracteristicas de la situacion, la precision y limitaciones del
modelo). Por ejemplo, problemas de velocidad instantanea,
desintegracion radiactiva, etc. (LOpez-Gay et al., 2018).

Se plantean situaciones en las que la modelizacion es utilizada para
comprender y establecer relaciones en el estudio de diversos fendmenos
que involucran cambios infinitamente pequefos (Leibniz), o0 cambios
considerados como variables que tiene limite cero (Cuachy), o al buscar
la mejor aproximacion local o estimacion lineal de una curva en un
punto (Fréchet).

Conceptualizaci

on

Se promueven situaciones donde los estudiantes tengan oportunidad de
describir, explicar y hacer generalizaciones y conjeturas sobre el
diferencial como cantidades de magnitudes infinitamente pequefas
(Diferencial de Leibniz), como una variable que tiene limite cero
(Diferencial de Cauchy), como la mejor aproximacion local de la curva
(Diferencial de Fréchet).

Conflictos epistémicos

Se deberia evitar discordancias entre los significados del diferencial con
los correspondientes a la institucion de referencia, por ejemplo, en las
carreras de matematica, fisica, ingenieria y ciencias experimentales.
Los contenidos, situaciones-problemas y sus soluciones, conceptos,
proposiciones, lenguaje etc. se presentan de forma correcta sin errores,
contradicciones, ambigledades.

Se deberia tener en cuenta que los simbolos y expresiones que
involucran al diferencial varian su significado segin los contextos de
uso y al estar relacionados con otros conceptos como derivada, integral
y ecuaciones diferenciales, es importante dejar en claro cuél es el
sentido de su uso. Por ejemplo: dy = f'(x). dx; % = f'(x); f(x,y)dx +
gx,y)dy = 0; [ f(x)dx; [ df

Se deberia tener en cuenta los conflictos que se pueden generar al
momento de considerar que las cantidades infinitesimales en un
determinado momento de la resolucion son reemplazadas por cero
segun las conveniencias del problema.

Se considera necesario generar instancias de reflexion sobre la
diferencia en la consideracion de los diferenciales como cantidad
infinitamente pequefias o como variables cuyo limite tiende a cero.

Se considera oportuno propiciar espacios para que los estudiantes
compartan sus interpretaciones y sentidos en relaciéon con para qué se
usan los diferenciales en la resolucion de las situaciones-problemas.

Nota: Fuente propia de la investigacion elaborada a partir de Godino (2013)

5.4.2 Faceta cognitiva

La faceta cognitiva involucra el conocimiento didactico-matematico de cémo lo

estudiantes aprenden, razonan y entienden las matematicas y como progresan en su aprendizaje
(Pino-Fan y Godino, 2015; Godino et al., 2017).
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El aprendizaje es considerado desde el EOS como las préacticas personales que
presentan los estudiantes al resolver una tarea, en ellas el profesor puede observar la
configuracién de practicas, objetos y procesos que utiliza el estudiante. Se entiende, en la
medida en que estas practicas personales se correspondan con las practicas institucionales
identificadas en los significados parciales del diferencial descriptos Verén y Giacomone

(2021), que el aprendizaje tendra mayor grado de idoneidad cognitiva.

Desde la perspectiva del EOS, la faceta cognitiva esta inspirada en el concepto de zona
de desarrollo potencial de Vigotsky, donde los objetivos de aprendizaje implican desarrollo de
conocimientos y competencias matematicas que conllevan un esfuerzo alcanzable para el
estudiante, con el apoyo del profesor, los comparieros, los conocimientos previos y las
capacidades individuales. Es por ello, que se asume un aprendizaje relacional y con compresion

de los significados institucionales (Godino, 2021)

Relaciones: sabiendo que los significados parciales no estan aislados entre si, es
importante, para la compresién global del concepto de diferencial, que los estudiantes puedan
establecer conexiones entre los diferentes significados; como lo plantean Castillo et al. (2022b)
se pretende “valorar si el alumno establece conexiones entre los diferentes objetos matematicos

y entre sus correspondientes significados” (p. 12).

Procesos: teniendo en cuenta que el concepto de diferencial emerge de diversas
situaciones-problemas del campo de las matemaéticas y las ciencias experimentales, con el
propdsito de modelizar fendmenos de cambios, se considera importante que el estudiante pueda
desarrollar la competencia matematica que le permita implementar el proceso de modelizacion

para la descripcion del fenémeno en estudio.

Conocimientos previos: esta componente valora si se especifican los conceptos y
competencias que se consideran necesarios para el estudio del diferencial, con el propdsito de
que los estudiantes puedan establecer relaciones adecuadas entre los distintos contenidos y
realizar un uso competente de los mismos. Por ejemplo, Frank y Thompson (2021) plantean
que los estudiantes en sus estudios de bachillerato o precélculo, necesitan estudiar los
significados de los conceptos de cambios y variaciones de cambios en los valores de una
funcién, para tener mayores oportunidades de comprender, en los primeros cursos de calculo,

los significados de tasa de cambio y sus aplicaciones.

Conflictos cognitivos: Varias investigaciones han reportado que los estudiantes y
profesores presentan diversas dificultades en relacion con la utilizacion de los diferenciales.
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Hu y Rebello (2013) plantean que el uso de los simbolos matematicos, como el diferencial dx,
dy, genera muchas dificultades para los estudiantes de fisica, porque en matematicas la
utilizacion de las notaciones esta prescripto, pero en fisica depende del contexto de la situacion,
ya que los diferenciales pueden representar una cantidad o un cambio infinitesimales de una
cantidad fisica, segun el contexto. Ademas, la utilizacion del diferencial en relacion con otros
conceptos plantea dificultades en los significados que entran en juego en la resolucion de las
situaciones-problemas (Garcia Jiménez, 2018). Como se presenta en Lopez-Gay y Martinez-
Torregrosa (2005), en el discurso de estudiantes y profesores en formacion entran en conflicto
los significados del diferencial y de la derivada, principalmente por las interpretaciones y
ambigiiedades que se generan en la utilizacion del simbolo diferencial. En los procesos de
significacion e interpretacion del concepto-definicion de la integral definida se genera un

conflicto cognitivo cuando el estudiante tiene que comprender al dx en la expresion
f:f(x)dx como lo estudia Burgos et al. (2021).

A continuacién, en la Tabla 5.2, se especifican los componentes e indicadores de

idoneidad cognitiva para el estudio del diferencial.

Tabla 5.2
Indicadores especificos para la idoneidad cognitiva para el estudio del diferencial

Componentes Indicadores

Se deberia lograr que los significados personales construidos por los
estudiantes se correspondan con los significados institucionales
pretendidos, implementados y evaluados (ver, por ejemplo,
Ramirez, Ibarra, y Pino-Fan, 2020).

La evaluacion de los aprendizajes logrados deberia tener en cuenta
las caracteristicas personales de los estudiantes y los distintos
niveles de comprension y competencia que pueden alcanzar. La
evaluacién deberia servir para mejorar el proceso instruccional.

El aprendizaje deberia ser de tipo relacional, de modo que los
estudiantes sean capaces de comprender y relacionar los distintos
significados y contextos de uso del diferencial.

Las experiencias (situaciones, ejemplos, explicaciones...)
propuestas permiten valorar si el estudiante establece relaciones o
conexiones entre los objetos matematicos y entre los significados
del diferencial.

Se plantean situaciones que permiten diferenciar y relacionar el
diferencial con la derivada, el limite, la integral y las ecuaciones
diferenciales. Por ejemplo: velocidad instantanea, calculo de la
masa de una ldmina, cambio total de la masa.

Se debe tener en cuenta la competencia del estudiante para
implementar procesos matematicos en relacion con la diferencial

Significados
personales
(Aprendizajes)

Relaciones
(conexiones)

Procesos
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(modelizacion, generalizacion, conceptualizacion, resolucién o
planteamiento de problemas, prueba, representacion, etc.) vy
metacognitivos (reflexion sobre los propios procesos de
pensamiento matematico).
Se analiza que los estudiantes tienen los conocimientos previos y
necesarios para abordar el estudio del diferencial, entre ellos:
cantidad, variable, funcion, entre otros que dependen de la
complejidad ontosemidtica del significado parcial del diferencial
Conocimientos que se pretende estudiar.
previos (se Se vinculan y se relacionan los conocimientos previos con los

tienen en significados del diferencial.
cuenta los El profesor planifica situaciones-problemas (p.e. aproximacién o
mismos estimacion lineal, prondstico lineal, razon de cambio, tasas,
elementos que  velocidad, desintegracion radiactiva, cdlculo del area de un circulo,
para la variacion, cambio y acumulacion total de la masa, optimizacion,

idoneidad etc.) que promueven la modelizacion en diversos contextos y
epistémica)  permiten comprender la riqueza de procesos que emergen en el
estudio del diferencial.

Se utilizan diferentes registros apropiados para la representacion de
informacion, como gréaficos, tablas, ecuaciones, expresiones
simbdlicas, etc.

El proceso de instruccion deberia apoyar a los estudiantes segun sus
diferencias individuales en conocimientos previos y estilos de
aprendizaje en el proceso de estudio del contenido pretendido o
implementado.

Se incluyen actividades de ampliacién, refuerzo, contragjemplos y
analogias. Por ejemplo, plantear la discusion sobre el uso de los
términos: cantidad pequefia, cantidad o cambio infinitamente
pequefio, infinitesimal, variacion infinitesimal, porcién
infinitesimal, aproximacion, estimacion lineal, error, entre otros, en
relacion con los significados del diferencial.

Se promueve el acceso, el logro y apoyo de todos los estudiantes.

El proceso de instruccion deberia abordar y clarificar los diferentes
significados del diferencial teniendo en cuenta las dificultades que
se presentan segun el contexto de uso, las expresiones simbolicas
utilizadas y las interconexiones con otros conceptos como limite,
derivada, integrales y ecuaciones diferenciales.

Se valora el error y la confusion en relacion con las interpretaciones
o sentidos del diferencial como fuente de aprendizaje.

Diferencias
individuales

Conflictos
cognitivos

Nota: Fuente propia de la investigacion elaborada a partir de Godino (2013)
5.4.3 Faceta afectiva

En esta faceta se valora la situacion afectiva del sujeto que esta frente a la resolucion
de cualquier problema matematico, ya que no solo pone en juego practicas operativas y

discursivas para dar una respuesta al problema, sino que también moviliza actitudes, creencias,
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emociones y valores que condicionan, en mayor o menor grado, la respuesta cognitiva
requerida (Godino, 2013).

Beltran-Pellicer y Godino (2020) y Grootenboer y Marshman (2016) plantean que
existe un cierto consenso en la comunidad cientifica respecto a las componentes del dominio
afectivo en la educacién matematica, donde se destaca a las emociones, actitudes, creencias y
valores. Por tales motivos, consideramos que es necesario tener en cuenta estas componentes

para la valoracion de la faceta afectiva para el estudio del diferencial de una funcién.

Las componentes del dominio afectivo estan presenten en todo el proceso de estudio
(antes, durante y después) como lo plantean Grootenboer y Marshman (2016) al mencionar que
el afecto influye en el aprendizaje de las matematicas, pero también los estudiantes desarrollan

creencias, actitudes y emociones a medida que participan de las experiencias del aula.

Emociones: se entiende que son los cambios que se producen rapidamente y que son
experimentados de manera consciente 0 que ocurren preconsciente o inconscientemente
durante el momento de resolver una tarea y pueden variar de leves a intensas. Cabe destacar
que las emociones, como una practica afectiva, se manifiestan de manera local y contextual
(Beltran-Pellicer y Godino, 2020). En esta componente se valorara que los contenidos estén
vinculados con los problemas sociales o la vida social de los estudiantes, como asi también que
incluyan aspectos motivacionales y que se generen espacios para potenciar la autoestima
evitando el rechazo hacia las matematicas (Castillo et al., 2022b).

Actitudes: se considera que “describen orientaciones o predisposiciones hacia ciertos
conjuntos de sensaciones emocionales (positivas 0 negativas), en contextos particulares
(matematicos)” (Beltran-Pellicer y Godino, 2020, p. 6). Serd importante valorar si se plantean
situaciones que motivan a los estudiantes en la participacion de las actividades, en favorecer la
argumentacion en situaciones de igualdad y fomentar una actitud de flexibilidad hacia la

exploracién de ideas y caminos de resolucion de problemas.

Montes y Ursini (2014) plantean que la actitud de autoconfianza es un punto clave para
obtener mejoras en el aprendizaje de las matematicas. Lograr que el estudiante se siente seguro
al resolver una situacion problema, genera que lo enfrente de una manera diferente, con

confianza, sin miedo.

Creencias: implican la asignacion de algun tipo de validez externa al sistema de
configuraciones cognitivas; son muy estables y en gran parte son cognitivas y estructurales
(Beltran-Pellicer y Godino, 2020). En esta componente se valora las creencias sobre las
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matematicas, su ensefianza y aprendizaje, como asi también las creencias en torno a la
formacion profesores, fisicos e ingenieros con relacion al calculo, y en particular, al estudio

diferencial.

Valores: incluyen componentes éticos y morales, y se entienden como “verdades
personales y aspectos apreciados por los individuos” (Castillo et al., 2022b, p. 15). En esta

componente se valorara los sistemas de valores que ayudan a motivar las decisiones.

Por ejemplo, en la investigacion de Moreno y Azcarate (2003) estudian como influyen
las creencias de los profesores sobre la ensefianza y el aprendizaje de las ecuaciones
diferenciales, donde plantean que las creencias, actitudes y los sistemas de valores entran en
juego en la toma de decisiones en relacion a las estrategias didacticas, gestion de la clase,
concepciones sobre la ensefianza, competencia matematica de los estudiantes, entre otras;
donde mencionan que los profesores “ninguno de ellos valora suficientemente a los estudiantes

mas alla de las creencias, muy asentadas” (Moreno y Azcarate, 2003, p. 278).

En la Tabla 5.3 se especifican los componentes e indicadores de idoneidad afectiva

para el estudio del diferencial.

Tabla 5.3

Indicadores especificos para la idoneidad afectiva para el estudio del diferencial

Componentes Indicadores

Las tareas tienen interés para los estudiantes.

Se presenta el estudio de la diferencial como una herramienta Gtil en la
resolucion de diversos problemas de matemaéticas, fisica, ingenieria 'y
las ciencias experimentales.

Se proponen situaciones que permitan valorar la utilidad del diferencial
en la resolucién de situaciones problematicas de la vida cotidiana y
profesional.

Las tareas y el contenido correspondiente tienen interés para los
estudiantes. Existen elementos motivadores: ilustraciones, humor, etc.
Se fomentan y potencian los razonamientos ldgicos, las ideas
originales o el trabajo util, practico o realista.

Se programan momentos especificos a lo largo de las sesiones para que
Emociones  los estudiantes puedan expresar sus emociones hacia las situaciones
propuestas.

Se promueve la autoestima, evitando el rechazo, la fobia, el miedo a
las matemaéticas.

Se resaltan las cualidades de precision y rigurosidad de las
matematicas.

Se promueve la participacion en las actividades, la perseverancia,
responsabilidad, etc.

Intereses y
necesidades

Actitudes

140



Se favorece la argumentacion en situaciones de igualdad; el argumento

se valora en si mismo y no por quién lo dice.

Se fomenta la flexibilidad para explorar ideas matematicas y métodos

alternativos, para la resolucion de problemas.

Se analizan y se consideran las creencias sobre las matematicas, sobre
Creencias la metacognicién de los estudiantes, sobre la ensefianza del calculo y

sobre el contexto social en el que desarrollan el aprendizaje.

Se tienen en cuenta las apreciaciones personales de los profesores y

estudiantes en relacion con las posibilidades de estudio del diferencial.

Valores Se identifican y se trabajan las “verdades personales y aspectos
apreciados por las personas” sobre el estudio del diferencial para la
organizacion de las clases.

Fuente: elaborado por los autores a partir de Godino (2013)
5.4.4 Faceta interaccional

Esta faceta se caracteriza por la valoracion de la negociacion de los significados que se
deberian generar en un proceso instruccional, es decir, se estudia el grado en que los modos de
interaccion entre docente y alumnos y entre los mismos alumnos, permiten identificar y
resolver conflictos semioticos potenciales, favorecer el aprendizaje autonomo vy el desarrollo

de competencias comunicativo-argumentativas (Godino, 2013).

Interaccion docente — estudiante: en esta componente se valora si las configuraciones
didacticas planificadas posibilitan una presentacion clara, ordenada y adecuada de los
conceptos claves en relacion con la diferencial. Ademas, si se propicia situaciones-problemas
que permitan establecer relaciones con los otros conceptos del calculo, como el limite, deriva
e integral, de manera que se empleen recursos retéricos y argumentativos para reconocer y
resolver potenciales conflictos de significados del diferencial. Cabe destacar que desde el EOS
se propone que la optimizacion de los aprendizajes en matematicas y en las ciencias
experimentales, puede desarrollarse localmente mediante un modelo instruccional mixto que
articule la transmision de conocimientos, la indagacion y la colaboracion, gestionado por los
criterios de idoneidad didactica (Godino, 2021; Godino y Burgos, 2020).

Interacciones entre estudiantes: es importante que las configuraciones didacticas
planificadas contemplen momentos de didlogo, comunicacion y debate entre los estudiantes, y
que se generen situaciones donde los estudiantes tengan que convencer a sus pares sobre la

validez de sus afirmaciones y conjeturas empleando argumentos matematicos.
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Autonomia: en esta componente se valora si las situaciones-problemas contemplan
momentos donde los estudiantes tengan que asumir la responsabilidad del estudio

desarrollando una autonomia intelectual para enfrentarse a problemas y situaciones nuevas.

Evaluacion formativa: se considera la evaluacion continua a lo largo de todo el desarrollo de
la trayectoria didactica y no unicamente al final, de tal manera que utilizando varios
instrumentos en diferentes momentos sirvan de feedback a los estudiantes (Castillo et al.,
2022b). Teniendo en cuenta que la progresion en el aprendizaje tiene lugar en la medida que el
estudiante se apropia de los diversos significados, reconoce y comprende la trama de objetos
matematicos implicados en ellos (Godino y Burgos, 2020), esto se evidencia en las practicas
personales donde muestran las relaciones entre los objetos matematicos. Por tales motivos, se
considera que estas practicas constituyen indicadores explicitos para que el profesor pueda
valorar las relaciones de los estudiantes con los objetos, los cuales tendran potencialmente
mayor idoneidad interaccional si se consideran formatos de interaccion de tipo dialdgica y
colaborativas, sobre las de tipo magistral e individual (Godino et al., 2009). Ademaés, a partir
de esta valoracidn es posible determinar intervenciones mas adecuadas durante el proceso de
ensefianza y aprendizaje para mejorar la apropiacion de los significados del concepto de

diferencial.

En la Tabla 5.4 se especifican los componentes e indicadores de idoneidad interaccional

para el estudio del diferencial

Tabla5.4

Indicadores especificos para la idoneidad interaccional para el estudio del diferencial

Componentes Indicadores

El profesor hace una presentacion adecuada del tema (presentacion
clara y bien organizada, enfatiza los conceptos claves del tema,
establece relaciones y diferencias entre los conceptos relacionados con
el diferencial, etc.)

Reconoce y resuelve los conflictos de los estudiantes, principalmente

Interaccion . . } . . g
docente- en las |nterpretaC|one§ y sentidos del diferencial y su relacién con los

estudiante otros conceptos del calculo. N _ o
Se usan diversos recursos retoricos y argumentativos para implicar y
captar la atencién de los estudiantes.
Se facilita la inclusion de los estudiantes en la dindmica de la clase
Se promueven situaciones donde se busque llegar a consensos con base
al mejor argumento.

Interaccion

entre Se favorece el dialogo, comunicacion y debate entre los estudiantes.

estudiantes
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Se platean situaciones en las que los estudiantes deban convencerse a
si mismos y a los demés de la validez de sus afirmaciones, conjeturas
y respuestas, apoyandose en argumentos matematicos.
Se favorece la inclusion en el grupo y se evita la exclusion.
Se contemplan momentos en los que los estudiantes asumen la
responsabilidad del estudio (plantean cuestiones y presentan
Autonomia  soluciones; exploran ejemplos y contraejemplos para investigar y
conjeturar; usan una variedad de herramientas para razonar, hacer
conexiones, resolver problemas y comunicarlos).
Se incluyen formas de evaluacion que permita la observacion
sistematica y continua del progreso cognitivo de los estudiantes.
La evaluacion es vista como un proceso al servicio de la ensefianza y
Evaluacién el aprendizaje (sirve de feedback a los estudiantes).
formativa Se contemplan el uso de diversas técnicas de evaluacion (resolucion de
problemas, tareas practicas, ...)
La evaluacion es coherente con las metas de aprendizaje (se incluyen
tareas similares a las situaciones de aprendizaje).

Fuente: elaborado por los autores a partir de Godino (2013)
5.4.5 Faceta mediacional

Esta faceta valora en grado de disponibilidad y adecuacién de los recursos tecnolégicos,
materiales y temporales para el desarrollo 6ptimo del proceso de ensefianza y aprendizaje
(Godino et al., 2021).

Recursos materiales: esta componente valora el uso de diferentes tipos de recursos
manipulativos, audiovisuales e informaticos que permitan generar buenas situaciones-
problemas y que potencien el desarrollo de la competencia matematica de los estudiantes. En
relacion con los recursos tecnoldgicos como las calculadoras, sistemas de calculo algebraico
simbolico, software de geometria dindmica, graficadores, hojas de célculo, applets y
dispositivos de presentacion interactiva, son vitales para una educacion matematica de alta
calidad (Godino, 2013). La utilizacion de estos recursos tiene un gran peso en la ensefianza del
calculo diferencial y en la valoracion que realizan los profesores sobre sus clases (Garcés-
Cordova y Font, 2022) ya que permiten, entre otras cuestiones, estudiar modelos concretos y
potencia la visualizacion. Una advertencia que nos marca Hitt (2014) es no reducir el uso de
las herramientas tecnoldgicas exclusivamente a graficar funciones, dejando de lado la riqueza
que proporciona la tecnologia en los procesos de modelacion matematica. Por otro lado, el
mismo autor destaca la importancia y el impacto que tiene el disefio de tareas con la
manipulacion de objetos fisicos; como asi también la articulacion de momentos de trabajos

entre lapiz y papel y entornos tecnoldgicos.
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El uso de los recursos tendrd mayor o menor grado de idoneidad mediacional en la
medida en que se valore si las condiciones del aula y la distribucion de los estudiantes son
adecuadas para el desarrollo del proceso de ensefianza y aprendizaje planificado. Por tales
motivos, estos indicadores constituyen la componente de nimero de alumnos y condiciones del

aula.

Con relacién a la componente tiempo de ensefianza y aprendizaje se valorard si la
distribucion del tiempo es 6ptima con relacion a la organizacién de los momentos de ensefianza,
las experiencias de aprendizajes, los momentos de trabajo presencial y no presencial, y la
dedicacién a los contenidos que presentan mayor dificultad para los estudiantes. Un punto
importante que plantea Hitt (2014) es dedicar méas tiempo de reflexion por parte de los
estudiantes con relacion al fenomeno fisico en estudio mediante la modelizacion matematica,
ya que se suele dedicar més tiempo al estudio matematico sin muchas discusiones en relacion

con el fendbmeno fisico en estudio.

A continuacién, en la Tabla 5.5 se especifican los componentes e indicadores de
idoneidad mediacional para el estudio del diferencial.

Tabla 5.5

Indicadores especificos para la idoneidad mediacional para el estudio del diferencial

Componentes Indicadores
Se utilizan diferentes situaciones y modelos concretos (velocidad,
desintegracion radiactiva, costo marginal, estimacion lineal) para la
ensefianza del diferencial.
Se presenta una diversidad de tareas, representaciones, procedimientos,
explicaciones y argumentos vinculados al contexto y al significado
pretendido.
Se utilizan materiales audiovisuales y graficadores dindmicos para
potenciar las representaciones, la visualizacion y la modelizacion del
diferencial en situaciones intra y extra disciplinares
El nimero vy la distribucion de los estudiantes permite llevar a cabo la
Numerode  ensefianza pretendida sobre el diferencial.
alumnosy  El horario del curso es apropiado (por ejemplo, no se imparten todas las
condiciones  sesiones a ultima hora)

del aula El aula y la distribucién de los estudiantes es adecuada para el
desarrollo del proceso instruccional pretendido sobre el diferencial.
El tiempo (presencial y no presencial) es suficiente para la ensefianza
pretendida sobre el diferencial.
Se identifican errores frecuentes y se anticipan potenciales conflictos
semidticos que pueden emerger en las diferentes situaciones-
problemas. Esto permite organizar las tareas, los momentos de reflexion
y los instrumentos de evaluacion para estimar la distribucion del tiempo

Recursos
materiales

Tiempo de
ensefianza y
aprendizaje
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segun el nivel de dificultad que presentan las actividades para la
compresion de los estudiantes.

Fuente: elaborado por los autores a partir de Godino (2013)
5.4.6 Faceta ecologica

Esta faceta valora el grado en que una propuesta, un plan o una accion formativa es
adecuado dentro del entorno en que el que se realiza. Por entorno se entiende a todo lo que esta
fuera del aula, pero condiciona la actividad (y, ademas, es condicionado por ella) que se
desarrolla en la misma. Condiciones que provienen de la sociedad, la escuela, la pedagogia, la
didactica de las matematicas, la investigacion, etc. (Godino, 2013).

Adaptacion al curriculo: Esta componente valora el grado de adecuacion de todos los
elementos de la configuracion didactica con las directrices curriculares. Es decir, es importante
estudiar en qué medida la propuesta de ensefianza se corresponde con los disefios curriculares,
ya sean profesores de mateméticas o fisica, licenciados en matemaéticas, ingenieros,
economistas, etc. Cada profesion presenta caracteristicas particulares que deben ser tenidas en

cuenta al momento de la planificacion del proceso de ensefianza y aprendizaje del diferencial.

En relacion con la componente apertura hacia la innovacion didactica se valora en si
se tienen en cuenta los resultados de las investigaciones en didactica del célculo y en el uso de
las nuevas tecnologias. Como lo plantea Hitt (2017) existe una tendencia actual en la ensefianza
del calculo donde los recursos tecnoldgicos ocupan un lugar importante en la clase de
matematicas, estos pueden ser los softwares especificos de matematicas o videos que simulan
los fendmenos en estudio, estos usos de las herramientas tecnoldgicas permiten abordar la
modelizacién matemaética, el tratamiento y la conversion entre los diferentes registros de
representacion semiotica y la integracién de varias disciplinas. Por ejemplo, Thompson y Harel
(2021) proponen el uso de animaciones para estudiar las variaciones, sus cambios Yy

acumulacion.

Ely (2021) plantea la discusion en relacion a la ensefianza del calculo mencionando que
existen dos tendencias, el calculo basado en limites y el calculo basado en diferenciales, siendo
el primero que predomina en la mayoria de los cursos y libros de textos actuales, aunque existen
algunas experiencias del desarrollo de cursos completos o temas en particular basados en los
infinitesimales y diferenciales, por ejemplo Dray y Monague (2003; 2010), Ely (2017), Jones
(2013; 2015), Jones et al. (2017), entre otros.
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Por otro lado, varias investigaciones destacan los cambios o tendencias en la ensefianza
del calculo (Artigue, 1995; Hitt, 2017) y su impacto en los libros de textos (Hitt, 2014; Pulido,
1997), lo cual se considera importante para promover la mejora continua de los procesos de
estudio en torno al diferencial, teniendo en cuenta los resultados de las investigaciones en

relacién con la presentacion y tratamiento del diferencial en los textos de calculo (Pulido, 1997)

La componente adaptacion socio-profesional y cultural valora si la propuesta de
estudio del diferencial contribuye a la formacion socio-profesional de los estudiantes. Es decir,
se analizan si las propuestas didacticas estan orientadas hacia el estudio del diferencial en el
contexto de la ingenieria, para los estudiantes de ingenieria. Como asi también, en qué medida
la configuracion didactica se adapta al campo profesional de un futuro profesor de matematicas

o fisica.

Para promover una educacion en valores se valora gque la propuesta de ensefianza evite
la trasmision de estereotipos, elementos racistas, sexistas, discriminatorios, etc., y que fomente
los valores democraticos como el respecto por la diversidad, la tolerancia, la cooperacion, el
respecto por las ideas de sus pares, y el pensamiento critico.

Por dltimo, la componente conexiones intra e interdisciplinares valora si la propuesta
didactica permite establecer relaciones entre el diferencial con los conceptos de cantidad,
variable, funcién, limite, derivada, integrales y ecuaciones diferencial. Ademas, se volara las
conexiones del diferencial con los conceptos de razén de cambio, tasa de variacion, velocidad,
aceleracion, densidad variable, cambio total de un variable, costo marginal, entre otros temas

de las ingenierias y las ciencias experimentales.

Hitt y Dufour (2021) plantean la importancia e influencia en la ensefianza actual del
calculo, como se puede apreciar en la mayoria de los textos, sobre el uso de situaciones-
problemas de fisica como modelos de cinematica (velocidad, tasa de cambios, aceleracion, etc.)
para abordar el estudio de la derivada. Pero advierte que es necesario tener presente las
dificultades de los estudiantes para comprender no solo los conceptos matematicos sino
también las nociones propias de la fisica y sus interpretaciones en los diferentes registros de

representacion.

En la Tabla 5.6 se especifican los componentes e indicadores de idoneidad afectiva para

el estudio del diferencial.
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Tabla 5.6

Indicadores especificos para la idoneidad ecoldgica para el estudio del diferencial

Componentes

Indicadores

Adaptacion al
curriculo

Se presenta al diferencial como un concepto articulador de los
conceptos de limite, derivada, integrales y ecuaciones diferenciales,
segun las directrices curriculares de cada carrera.

El estudio del diferencial gira en torno a la modelizacion matematica
de diferentes fendmenos en situaciones-problemas de las matematicas
(p.e. linealizacion), de fisica (p.e. velocidad instantanea,
desintegracion radiactiva, etc.).

Apertura hacia
la innovacioén
did4ctica

El proceso de instruccion contempla los resultados de las
investigaciones en didactica del célculo, y en particular, sobre el
diferencial.

Las actividades propician momentos de reflexion sobre el significado
del diferencial y el contexto de uso.

Se promueve la integracién de nuevas tecnologias (calculadoras,
ordenadores, TIC, etc.) en el proyecto educativo para abordar las
diferentes representaciones vinculadas al diferencial

Adaptacion
socio-
profesional y
cultural

En el proceso de instruccion prioriza el significado parcial del
diferencial que mas se relaciona con el contexto socio-profesional de
los estudiantes.

Se presenta al diferencial como una herramienta préctica y adecuada
para la modelizacion de situaciones de matematicas, fisica, ingenieria
y las ciencias experimentales.

Educacién en
valores

Se contempla la formacién en valores democraticos (respeto a la
diversidad, tolerancia, integracion, cooperacion, conciencia
ecologista, pacifista, otros valores y prejuicios) y promueve
pensamiento critico con oportunidades para que los estudiantes
realicen cuestionamientos.

Conexiones
intra e
interdisciplinar
es

Se vincula el diferencial con otros objetos matematicos como las
funciones, limites, derivadas, integrales, ecuaciones diferenciales,
etc.

Se establecen relaciones entre los significados del diferencial y los
fendmenos fisicos, quimicos y otros de ingenieria y ciencias
experimentales.

Hasta el momento se han presentado las componentes e indicadores de cada una de las
idoneidades que conforman la guia de valoracion de la idoneidad didactica para el estudio del
diferencial. Es importante tener en cuenta que estos criterios no son aislados y que existen
interacciones entre ellas. El desafio se encuentra en lograr un equilibrio entre el grado de

adecuacion de cada una de las idoneidades (Godino, 2013; 2021) para mejorar los procesos de

Fuente: elaborado por los autores a partir de Godino (2013)

ensefianza y aprendizaje del diferencial.

5.5 Sintesis y Conclusiones
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En este articulo, se ha descrito la elaboracion de una Guia de Valoracion de la Idoneidad
Didactica para un proceso de estudio del concepto de diferencial, fundamentada tanto en las
sugerencias de la literatura cientifica como en la nocion de idoneidad didactica propuesta por
el EOS. Los indicadores de las facetas epistémica, cognitiva, afectiva, interaccional,
mediacional y ecoldgica han sido particularizados para el estudio del diferencial a partir del
analisis de los resultados de diversas investigaciones didacticas sobre los distintos significados,
sobre qué matematicas se deberian ensefiar y aprender, sobre los contextos de aplicacion,

circunstancias y recursos disponibles.

La guia debe entenderse como una herramienta que oriente la reflexion del profesor en
el disefio, implementacidn, evaluacion de un proceso de estudio para lograr la optimizacion de
los procesos de ensefianza y aprendizaje en torno al diferencial (Godino, 2021; Pino-Fan y
Parra-Urrea, 2021). En este sentido, Malet et al. (2021), quienes realizan un estudio
bibliografico desde el 2005 hasta el 2020 sobre el constructo idoneidad didactica, resaltan la
importancia que tiene la elaboracion de guias especificas de valoracion como herramienta de
reflexion sobre la propia practica docente. Ademas, reclaman la necesidad de seguir con esta

linea cubriendo diversos contenidos matematicos.

Es importante destacar que esta guia de valoracion puede ser utilizada no solo para las
clases de matematicas, sino también para clases que estén en estrecha relacion con el concepto

de diferencial, como clases de fisica, ingenieria y las ciencias experimentales.
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Capitulo 6: Conocimientos Didactico-Matematicos en una Leccion de un
Libro de Texto

El contenido de este capitulo aparece publicado en:

Veron, M. A. y Giacomone, B. (2022). Analisis de la idoneidad didactica de un libro de texto
para el estudio del diferencial. En Primer Congreso Internacional de Didactica de la
Matematica - CIDIDMAT 2022 (Virtual). Chile: Universidad de los Lagos. Aceptado.

Verén, M. A., Giacomone, B. y Benitez, M. del C. (2022). Usos de la diferencial en una leccion
de la integral (Reporte de investigacion). En actas de las XXVI Jornadas Nacionales de
Educacion Matematica de la Sociedad Chilena de Educacion Matemética (SOCHIEM). Chile:
Universidad de los Lagos. Aceptado.
https://drive.google.com/file/d/10QXIIksut8Kt4Epye7rsROIIMOTGglAl/view

Verdn, M.A., Giacomone, B., Benitez, M., Operuk, R., Pereyra, V., Kramer, F., Nacimento, G.
y Verén, H. (2022). Anélisis de una leccion de un libro de texto de célculo sobre el estudio del
diferencial. En VII Encuentro Provincial de Investigacion Educativa REDINE. Universidad

Nacional de Misiones. Aceptado.

6.1 Introduccion

La diferencial es uno de los conceptos fundamentales en el estudio del calculo, tanto en
el bachillerato como en diversas carreras universitarias en matematicas, fisica, ingenieria y las
ciencias experimentales Los docentes y futuros docentes deben afrontar complejos desafios
para abordar los problemas didacticas asociados a este concepto e intentar cubrir las demandas
que reclama la comunidad cientifica. Sin bien existe una gran cantidad de investigaciones sobre
las dificultades que presentan los estudiantes al abordar este concepto (Gémez, 2019; Lopez-
Gay y Martinez Torregrosa, 2005), no son tantas las que abordan cuéles son los conocimientos
didactico-matematicos que deberia tener en cuenta el profesor para su ensefianza (Castro y
Pino-Fan, 2021). Esta problematica se intensifica aln mas cuando el docente utiliza, en sus
practicas de ensefianza, libros de textos, los cuales abordan el estudio del diferencial, muchas

veces en forma compleja, generando potenciales conflictos de diversa naturaleza.
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https://drive.google.com/file/d/1OQXIlksut8Kt4Epye7rsR0llMOTGgIAI/view

Investigaciones como las de Gémez (2019), Oldenburg (2016), Lopez-Gay et al.
(2015), Pulido (1997), entre otros, mencionan que existen varias dificultades, principalmente
en la forma en que se presenta el estudio del diferencial en los libros de textos, tanto antiguos
como los actuales. Estos autores reportan que se genera un conflicto instruccional debido al
uso de diferentes definiciones del diferencial en varias secciones del libro sin explicar los
cambios considerados. Ademas, Frank y Thompson (2021) plantean que se generan conflictos
instruccionales en la gestion de la generalizacion y/o complejidad del concepto segun el

significado que se pretenda estudiar con los estudiantes.

Es asi como el analisis del libro de texto ocupa un lugar importante en la agenda de
investigacion internacional en educacion matemaética; éstos constituyen un plan de accién, una
guia, una planificacién de un proceso de ensefianza y aprendizaje (Frank y Thompson, 2021)
y su analisis y valoracion de la idoneidad didactica permite al docente decidir criticamente qué

libro usar y en qué momento del proceso instruccional que debe afrontar.

Desde la perspectiva del Enfoque Ontosemiotico (EOS) se estan llevando a cabo varias
investigaciones sobre el estudio de lecciones de libros de textos de diferentes temas de estudio
matematico, utilizando el sistema de facetas, componentes e indicadores de idoneidad didactica

de un proceso de instruccion.

Siguiendo esta linea de investigacion, el objetivo de este trabajo es analizar y valorar la
idoneidad epistémica de una secuencia de actividades de un libro de texto de célculo para el
estudio de la diferencial, teniendo en cuenta los conocimientos didactico-matematicos en
relacion con la diferencial de una funcién los cuales permiten la reconstruccién de los
significados parciales del concepto (Veron y Giacomone, 2021) y la GVID-Diferencial (Verén,
Giacomone y Pino-Fan, 2023).

La valoracién de la idoneidad de una leccion de un libro de texto sirve de apoyo para el
disefio de tareas idoneas para abordar el estudio de la diferencial, en este sentido, se considera
que los resultados de este estudio constituyen una fuente de informacion para la seleccion y

secuenciacion de las situaciones-problemas en las que interviene la diferencial.

A continuacion, en la seccion 6.2, se presenta el marco tedrico y el problema especifico
de investigacion. En la seccion 6.3, se describe la metodologia empleada. En la seccion 6.4, se
presentan la valoracion de la idoneidad didactica de una leccidn de un libro de texto de calculo
para el estudio de la diferencial. Finalmente, se presentan algunas conclusiones y lineas de

investigacion.
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6.2 Marco Tedrico y Problema de Investigacion

Al considerar que las lecciones de los libros de textos son un plan de accién o una guia
del proceso de ensefianza y aprendizaje (potencial o planificado) (Frank y Thompson, 2021),
es posible aplicar las herramientas tedricas y metodoldgicas del Enfoque Ontosemiético del
conocimiento y la instruccion matematicos (EOS) (Godino et al., 2007; 2020) para realizar una
analisis didactico en términos de caracterizar la idoneidad did4ctica e identificar limitaciones,
potenciales conflictos semi6ticos e instruccionales y posibles mejoras en funcién de los

aprendizajes pretendidos en las propuestas de la leccion.

En el EOS se aborda la nocion de conflicto semidtico cuando se genera “una disparidad
entre los significados atribuidos a una misma expresion por dos sujetos — personas o
instituciones” (Godino, 2002, p. 258). Si la diferencia se genera entre los significados
institucionales, se produce un conflicto epistémico. Por ejemplo, cuando se produce una
disparidad entre el significado de referencia y el implementado en una leccion de un libro de
texto (p.e. Veron y Giacomone, 2022). Si la diferencia se produce entre el significado de
referenciay el manifestado por un sujeto, entonces se genera un conflicto cognitivo. En cambio,
si la discordancia surge por los modos y la gestion de las interacciones o los usos de los

recursos, se produce un conflicto del tipo instruccional (Burgos y Castillo, 2022).

Desde la perspectiva del EOS, la idoneidad didactica se considera como un criterio
sistémico de optimizacion de un proceso de ensefianza y aprendizaje de las matemaéticas, cuyas

facetas se han presentado en el Capitulo 2, seccion 2.1.5.

Para realizar el analisis sistémico de la leccion del libro de texto se utilizara la Teoria
de la Idoneidad Didactica (Godino, 2013; 2021; Godino, Batanero y Burgos, 2023), cuyas
facetas epistémica, cognitiva, afectiva, interaccional, mediacional y ecoldgica, junto con su
desglose en componentes e indicadores de idoneidad sirven de guia para que los profesores
puedan realizar un andlisis y valoracién de las propuestas de los libros de textos en busca de

potenciales mejoras.

La nocién de Configuracién Didactica (CD) permite descomponer el proceso de
instruccion en unidades de andlisis, en las cuales se identifican hechos didacticos significativos
(Godino, Rivas, Arteaga, Lasa y Wilhelmi, 2014) en relacidn con las facetas, componentes e
indicadores de idoneidad. La nocion de CD fue ampliando su foco de analisis, en Godino,
Contreras y Font (2006) se asocia a una situacion problema, donde se tiene en cuenta los
conocimientos implicados, el uso de los recursos y las acciones de los docentes y estudiantes.
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Pero en Burgos, Castillo, Beltran-Pellicer, Giacomone y Godino (2020) se considera que las
CD pueden ser de diferentes tipos de objetos primarios, por ejemplo, la introduccion de un

concepto, un procedimiento, entre otros.

Para el andlisis y valoracion de una leccion de un libro de texto para el estudio de la
diferencial, resulta necesario tener presente la complejidad ontoldgica y semiética de este
concepto. Con lo cual es fundamental que se pueda analizar el/los significados que intervienen
y emergen de la leccion teniendo en cuenta los significados parciales de la diferencial

caracterizados por Veron y Giacomone (2021) (ver Capitulo 4).

La valoracién de los procesos de ensefianza y aprendizaje de la diferencial se enriquece
en la medida en que se tengan en cuenta los conocimientos didactico-matematicos necesarios
para realizar una ensefianza idénea para el estudio de la diferencial. En esta direccion, Verén,
Giacomone y Pino-Fan (2023) han particularizado los criterios y se ha elaborado una guia de
valoracion de la idoneidad didactica para analizar y valorar procesos de ensefianza y
aprendizaje para el estudio de la diferencial, denominada GVID-Diferencial (ver Capitulo 5).
La guia constituye una herramienta que posibilita realizar una reflexion sistemética y detalla
de las propuestas de estudio de la diferencial, como puede ser la reflexion sobre una leccion de

un libro de texto (Beltran-Pellicer, Godino y Giacomone, 2018).

Se espera que el profesor de mateméticas pueda analizar y valorar la actividad
matematica al resolver los problemas, identificando précticas, objetos y procesos puestos en
juego, y problemas didacticos que se presentan en la ensefianza, donde también intervienen
objetos matematicos y didacticos especificos que el profesor debe conocer y gestionarlos de
manera competente. Desde la perspectiva del EOS, se considera que una competencia es “una
accion eficaz realizada en un determinado contexto con una determinada finalidad” (Font,

2011, p. 18).

Realizar la valoracion de la idoneidad epistémica de lecciones de un libro de texto,
propicia un espacio para la reflexion del profesor de matematicas sobre el uso y la gestion del
libro de texto en los cursos de calculo. De esta manera se posibilita el desarrollo de
conocimientos y competencias profesionales del profesor de matematicas (Godino,

Giacomone, Batanero y Font, 2017)

Teniendo en cuenta que el propdsito de este estudio es valorar la idoneidad didactica de
una leccion de un libro de texto de calculo para el estudio de la diferencial, se utilizara el
modelo ontosemid6tico de los significados parciales de la diferencial y la GVID-Diferencial
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para analizar y valorar una propuesta del libro de célculo aplicado de Salinas et al. (2012)

destinado al estudio de la diferencial.
6.3 Metodologia

Se emplea una metodologia cualitativa porque se describe, caracteriza y valora la
idoneidad didactica de una leccién de un libro de texto de calculo para el estudio de al
diferencial. Para realizar esta valoracién se utiliza la técnica de analisis de contenido (Cohen
et al., 2007) basada en los criterios de idoneidad didactica (Godino, 2013), cuyas facetas,
componentes e indicadores permiten realizar una reflexion sistematica en relacion con las
potencialidades y limitaciones de la leccion, potenciales conflictos epistémicos, cognitivos e

instruccionales, y potenciales mejoras.

Ademas, se ha utilizado la guia de valoracién de la idoneidad didactica para el estudio
del diferencial, la GVID-Diferencial como una herramienta que orienta la reflexion sobre las
facetas epistémica, cognitiva, afectiva, mediacional, interaccional y ecologica que intervienen
en toda propuesta didactica, como una leccion del libro de texto de calculo para el estudio de
la diferencial.

La seleccidon del libro de texto de calculo fue intencional y forma parte del libro de
Caélculo aplicado: competencias matematicas a través de contextos de Salinas et al. (2012). En
particular, se analizara la presentacion y desarrollo de una situacion problema que abarca desde
las paginas 142 a 146, cuya seccion 3.1 se titula “La masa de una lamina circular con densidad

de masa dependiendo del radio”.

La razon de ser de la seleccion del libro radica en la forma en que se presentan los
diferentes temas del calculo, en particular la diferencial. Las lecciones o configuraciones
didacticas de la diferencial parten de situaciones-problemas contextualizadas en el campo de
la fisica y la ingenieria, con lo cual se considera oportuno analizar la idoneidad de estas
propuestas planificadas para la ensefianza de la diferencial. Ademas, la situacion problema que
se analiza forma parte del primer ciclo de formacién de los futuros profesores de matematica

que se presenta en el Capitulo 7.
6.4 Resultados del Analisis de una Leccién de un Libro de Texto
6.4.1 Faceta epistémica

Significados institucionales
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6.4.1.1 Situaciones-problemas

Se presenta una situacion que involucra el calculo de la masa de una ld&mina circular

que depende de la densidad de la masa que varia con respecto al radio (Figura 6.1).

Figura 6.1

Problema de calculo de la masa de una lamina circular

Consideremos una lémina circular de 3 metros de radio, cuya masa se distribuye
de tal manera que la densidad en todo punto es &(r) = 10— r* (kilogramos por
metro cuadrado), donde r es la distancia del punto al centro de la lamina.

_— En este puntp, La densidad de
WASA Es OlF) =10 — p* kg/ma

Fuente: Salinas et al. (2012, p. 142)

Este problema propone una situacién de problematizacion para el estudio de cambios

infinitesimales y se encuentra en el contexto de la fisica.

En la situacion se destaca la utilizacion de la diferencial para la modelizacion y

representacion de las variaciones, cambios y acumulaciones de la masa, del area y radio.
6.4.1.2 Lenguaje

Se emplean diferentes registros y representaciones para describir al diferencial, desde
lo natural, con términos como diferencia, ancho infinitesimal, anillo infinitesimal, intervalo

infinitesimal, porcion infinitesimal, infinitamente pequefio, etc.; lo simbélico, con dr, dA, dM,
Z—’:, fdM , etc.; lo algebraico, en expresiones como dM = o(r)dA, dA = 2nrdr, dA =

A(r+dr)—A(r), M = [ dM, etc. Las representaciones graficas como se muestran en las

Figura 6.2y Figura 6.3.
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Figura 6.2

Representacién gréafica de dr y dA

——— steoion con Aria A4

il

Fuente: Salinas et al., (2012, p. 144)

Figura 6.3
Representacion gréafica de dr

Fuente: Salinas et al., (2012, p. 145)

Ademas, cabe destacar que en la explicacion del autor del libro se observa que plantea
momentos dentro de la leccion destinados a la expresion matematica e interpretacion en

relaciones que involucra a la diferencial (ver Figura 6.4).

Figura 6.4

Situaciones de expresion matematica en la leccién del libro de texto

Si a partir de un valor de » avanzamos un diferencial 4. tendremos que el valor
de la masa cambia de M (r) a M (r + dr). La diferencia de estos valores es

Am = M (r+dr)— mM(r)
Fuente: Salinas et al., (2012, p. 144)

Se destaca en la leccion del libro de texto que se plantean situaciones donde surge la
necesidad de expresar determinas relaciones y/o interpretaciones mediante expresiones

matematicas que involucra a la diferencial (ver Figura 6.4).
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6.4.1.3 Conceptos

e Magnitud fisica: densidad, masa, masa total, densidad superficial, unidades de longitud
(metros), unidad de masa (%);
e Geométricos: circulo, disco, circunferencia, radio, punto, centro, distancia, superficie,

area, anillos o coronas circulares concéntricos, ancho de un anillo, regién del disco,

region de la 1dmina, region anular;

e Aritméticos: valores, coleccion de numeros, particion, intervalo, diferencia de valores,

producto, cantidad, suma, valor aproximado, division, error;

e Algebraicos y/o funcionales: variables, funcién, variacion, relacién de dependencia

entre la densidad y el radio, constante, inversamente proporcional;

e Caélculo: infinito, infinitesimal, infinitamente pequefio, diferencial, diferencial radio,
diferencial area, diferencial masa, integral definida, funcién integrando, extremos de
integracion, cambio total, acumulacién, razén de cambio, derivada, teorema

fundamental del célculo.
6.4.1.4 Proposiciones
A continuacion, mencionamos las principales proposiciones (Pp):

Ppl: “la masa se distribuye de tal manera que la densidad en todo punto es o(r) =

10 — 12 (kg/m?)” (Salinas et al., 2012, p. 142).

Pp2: “la densidad de masa depende de la distancia del punto al centro de la ldmina”

(Salinas et al., 2012, p. 142).

Pp3: “puntos a la misma distancia al centro tienen la misma densidad de masa” (Salinas

etal., 2012, p. 142).

Pp4: “cada valor de r (...) se corresponde con una circunferencia del mismo radio”

(Salinas et al., 2012, p. 142).

Pp5: “en todos los puntos de esa circunferencia el valor de la densidad es el mismo:
o(r)” (Salinas et al., 2012, p. 142).

Pp6: “Asumir que a(0) es el valor de la densidad para todos los puntos de la lamina

que van del centro a la circunferencia de radio 1 y que a(1) es el valor de la densidad para
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todos los puntos de la lamina que forman el anillo que va de la circunferencia de radio 1 a la
de radio 2” (Salinas et al., 2012, p. 143).

Pp7: Se asume que la densidad es constante en cada anillo. (Salinas et al., 2012, p. 143).

Pp8: “A, es el area del circulo de radio 17, ““A; es el area de la region anular del circulo

correspondiente a los puntos con r entre 1y 2”. (Salinas et al., 2012, p. 143).

Pp9: “En cada uno de los anillos la densidad es constante e igual a la densidad

correspondiente al radio menor” (Salinas et al., 2012, p. 143).

Pp10: “al aumentar el nimero de divisiones en anillos, el ancho de los mismos

disminuye” (Salinas et al., 2012, p. 143).

Pp11: “el ancho del anillo es inversamente proporcional al nimero de anillos en que se

halla dividido la lamina ya que todos deben ser del mismo ancho” (Salinas et al., 2012, p. 143).

Ppl12: “Asumir que la densidad es constante en uno de estos anillos y calcular la masa
con este supuesto, acarrea un error que puede desvanecerse conforme el ancho de los anillos
disminuya o, equivalentemente, que el nimero de divisiones aumente” (Salinas et al., 2012, p.
143).

Pp13: “Designamos con M(r) la masa de la lamina correspondiente al circulo de radio
r”’ (Salinas et al., 2012, p. 144).

Ppl4: “dM es el diferencial masa y corresponde a la masa de un anillo de ancho
infinitesimal dr” (Salinas et al., 2012, p. 144).

Ppl5: dA es el diferencial area y representa el &rea de un anillo infinitesimal (Salinas
etal., 2012, p. 144).

, . . . . dA v
Ppl6: “la razon de cambio del &rea con respecto al radio, su derivada, es - = 2nr

(Salinas et al., 2012, p. 144).

Ppl7: “el diferencial area se obtiene también, multiplicando la derivada (...) por dr”

(Salinas et al., 2012, p. 144).

Pp18: “El diferencial de area equivale al area de un rectangulo de dimensiones 2mtr y

r” (Salinas et al., 2012, p. 145).
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Pp19: “Siendo 2mr la razon de cambio del area con respecto a r (...), esta razon debe
mantenerse constante (y por lo tanto r debe ser constante) en el intervalo infinitesimal dr”
(Salinas et al., 2012, p. 145).

Pp20: “en el anillo de ancho infinitesimal dr, cuya area es dA = 2mrdr, el valor de la

densidad permanece constante e igual a a(r)” (Salinas et al., 2012, p. 145).
Pp21: dM es la masa de una porcion infinitesimal. (Salinas et al., 2012, p. 145).

Pp22: “de nuevo se reproduce en lo infinitamente pequefio lo que se sabe para la
constante: la masa es la densidad por el area cuando la densidad es constante. (Salinas et al.,
2012, p. 145).

6.4.1.5 Procedimientos
Los principales procedimientos (Pc) son:

Pcl: Para obtener la expresion del diferencial masa en términos de la variable r, una
manera conveniente es dividir la lamina que nos permita calcular de manera aproximada la
masa de la ldmina y que al aumentar el nimero de divisiones las aproximaciones sean mejores.
(Salinas et al., 2012, p. 142).

Pc2: “un valor aproximado para la masa M de la lamina se consigue, primero,
multiplicando cada uno de estos valores de la densidad por el area de la region de la ldmina

donde ese valor se asumio constante y luego, sumando estos productos:
M =~ g(0)Ay, + 0(1)A; + 0(2)A, (Salinas et al., 2012, p. 143).

Pc3: para lograr mejores aproximaciones de la masa hay que aumentar el nimero de

divisiones en el anillo donde el ancho de estos disminuye. (Salinas et al., 2012, p. 143).

Pc4: “Si partimos de un valor de r y avanzamos un diferencial dr, tendremos que el
valor de masa cambia de M(r) a M(r + dr). La diferencia de estos valores es dM =
M(r + dr) — M(r)”. (Salinas et al., 2012, p. 144).

Pc5: “Si designamos por A(r) el area del circulo de radio r, entonces el area de este
anillo infinitesimal es dA = A(r + dr) — A(r)” (Salinas et al., 2012, p. 144)

Pc6: EndA = 2nrdr + m(dr)? “Al eliminar el término con el diferencial de grado dos,

frente al de grado uno, se tiene que dA = 2mrdr” (Salinas et al., 2012, p. 144)

158



, . , . . dA
Pc7: “La razéon de cambio del area con respecto al radio, su derivada, es i 2nr

Entonces, el diferencial de 4rea se obtiene también, multiplicando la derivada (...) por dr”

Pc8: Como dA = 2mrdr, se tiene que el &rea del circulo de radio 3 es

A=[dA= [ 2mrdr = mr? (3, — 977 (Salinas et al., 2012, p. 145)

Pc9: “podemos asumir que en el anillo de ancho infinitesimal dr, cuya area es dA =
2mrdr, el valor de la densidad permanece constante e igual a o(r). Tenemos por tanto que la
masa de esa porcion infinitesimal es simplemente la densidad por el area dM = o(r)dA o sea
dM = o(r)2nrdr” (Salinas et al., 2012, p. 145)

Pc10: “la masa de la 1amina se consigue con la integral
M=[dM = f::o?’ 2mtr(10 — r2)dr (Salinas et al., 2012, p. 145)
6.4.1.6 Argumentos

Al: Célculo de la masa como el producto de la densidad superficial por area M =
o(r)A

A2: La funcion de correspondencia entre la densidad y el radio, mediante la expresion

o(r) = 10 — r2 (kilogramo por metro cuadrado).
A3: definicidon de variable del radio y dominio de la funciéon r € [0, 3]

A4: Definicion de circunferencia, circulos y anillos (corona circular) como lugares

geométricos.
A5: Formula para calcular el area del circulo.
A6: Relacion de proporcionalidad inversa entre el niamero de anillos y el ancho de estos.

AT: Definicion de la funcién de densidad constante por tramos o intervalos de valores

de radio.

AB8: Consideracion de la diferencial de radio dr como una cantidad infinitesimal, ancho

infinitesimal, intervalo infinitesimal
A9: Consideracion de la diferencial de area dA como el area de un anillo infinitesimal.
A10: Consideracion de la diferencial de area dM como la masa de una porcién

infinitesimal.
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Al1: eliminacion del diferencial radio de grado dos

La diferencia de dos valores sucesivos de x es la diferencial dx, y similarmente para
dy. Se supone que las cantidades dx y dy no son cero sino incomparablemente
pequenias, y por lo tanto despreciables, con respecto a los valores de las variables x e y.
Del mismo modo, se supone que un producto de los diferenciales, como (dx)(dy) o
(dx)?, es a su vez despreciable en comparacion con los diferenciales dx y dy.
(Edwards, 1979, p. 261)

Al4: la diferencia de valores como operacion para calcular la dr, dA, dM

A15: la derivada del area con respecto al radio como el cociente entre los diferenciales

dAy dr, como Z—f = 2nr

A16: Consideracion de la integral como suma de diferenciales, ya que se plantea que el
area del circulo se obtiene haciendo A = [ dA y que la masa de la lamina se calcula haciendo
M = [ dM (Burgos, Bueno, Pérez y Godino, 2021).

Al7: Utiliza el Teorema fundamental del calculo, en particular la Regal de Barrow, y

propiedades algebraicas de la integral definida para determinar la masa total de la lamina.

En la leccion del libro de texto se destaca la utilizacion de las representaciones
geométricas para apoyar y reforzar las argumentaciones con relacion a las proposiciones y
procedimientos mencionados. En este sentido, es posible afirmar que en la leccion del libro de
texto intervienen practicas, objetos y procesos matematicos asociados al significado parcial de

la Diferencial de Leibniz (Veron y Giacomone, 2021)
6.4.1.7 Relaciones

En la leccion del libro de texto se establece relaciones entre la diferencial con la
derivada, al plantear que “la razon de cambio del area con respecto al radio, su derivada, es

% = 2nr” (Salinas et al., 2012, p. 144). Esta conclusion se llega luego de determinar la

diferencial &rea como dA = 2nrdr.

Ademas, se destaca la notacién que se emplea utilizando el cociente de diferenciales
para expresar la derivada, mencionando que representa la razon de cambio del area respecto

del radio.
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Por otro lado, menciona que se puede obtener dA multiplicando la derivada por dr, es

decir:
Z—‘:dr = 2nrdr para obtener dA = 2mrdr

Por otro lado, se establece relaciones de la diferencial con la integral, al plantear que la
masa total de la I&mina circular se obtendra sumando las masas de las infinitas porciones

infinitesimales de dM, es decir:
M = J-dM

También, en la leccion se establece una relacion entre la diferencial area como
equivalente al area de un rectangulo, como se puede apreciar en la Figura 6.3. De esta manera
se refuerza de manera implicita la consideracion de la diferencial como una cantidad

infinitesimal.
6.4.1.8 Procesos

En la seccién de analisis del libro de texto se logra identificar que emergen ciertos

procesos con la intencion de conceptualizar a la diferencial, como, por ejemplo:

Proceso de conceptualizacion/definicion: en las practicas matematicas se establece que
dr representa una cantidad infinitesimal de radio; dA representa una cantidad infinitesimal de

area; y dM representa una porcion infinitesimal de masa.

Ademas, se plantea que la masa total serd igual a la integral definida de dM, es decir

considerando a la integral como cambio total acumulado, es decir:

r=3
Miotar = f am
r=0

Otro tipo de procesos, entendidos como sistemas de préacticas, tienen la intencién de
establecer una forma de hacer una determinada accién o calculo, es por ello que también
tenemos el proceso de algoritmizacion que busca establecer un algoritmo, una técnica de

calculo o una descripcion de un procedimiento, como se muestra a continuacion:

Proceso de algoritmizacion: se establece la diferencia entre valores muy proximos entre

si de la misma magnitud para el calculo de la diferencial radio y diferencial area, es decir:

dr=r,—1, y dA=A(r +dr) — A(r)
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También se identifica el procedimiento para construir los diferenciales para calcular el
valor de la masa total de la ldmina, en primer lugar, se plantea la necesidad de dividir la lamina
para considerar la variacion del radio y la densidad. Luego es necesario aumentar el nimero de
divisiones de tal manera que el radio de las coronas circulares sea cada vez mas pequefio para
calcular lamasa en cada punto de la corona, y luego se plantea la suma de las infinitas porciones

infinitesimales de masa por medio de la integral para obtener la masa total.

La estrategia de la division de la lamina circular y la toma de coronas circulares, son

fundamentales para la resolucion de la situacion problema.

El proceso de algoritmizacién, surge al establecer la ecuacion proporcional que
relaciona las cantidades de magnitud geométrica, en este caso longitudes de segmentos (Veron,
2020).

Proceso de modelizacion: en la explicacion de los autores del libro de texto hacen
referencia a la necesidad de hallar una expresion para determinar la diferencial de masa y asi
poder aproximar el valor de la masa de la lamina, pero en el desarrollo emerge la necesidad de
definir a una cantidad infinitamente pequefia de radio con la diferencial radio para poder
avanzar con la resolucion, luego surge la diferencial area que nos permite avanzar en la
consideracién de las areas infinitesimales de los anillos circulares que son infinitos en la
lamina, y todo esto, para obtener la diferencial masa, representando esa porcion infinitesimal

de masa.

Es importante destacar que en el parrafo anterior estamos haciendo referencia al uso
que tiene la diferencial en la resolucidon de la situacion problema que presenta el libro de texto,
y en este caso podemos decir que los diferenciales buscan cuantificar o matematizar cambios
infinitamente pequefios donde interviene el proceso de modelizacion (Lopez-Gay et al., 2015;

Verén, Giacomone y Pino-Fan, 2023)
6.4.1.9 Potenciales conflictos epistémicos

En esta seccion mencionaremos los principales conflictos epistémicos potenciales que

intervienen en la leccién del libro de texto en relacidn con los objetos matematicos:

Potenciales conflictos del lenguaje 1: se emplean diferentes tipos de lenguajes para
identificar a la diferencial, como se han mencionado anteriormente, pero no se advierte al lector
(profesor y/o estudiante) las relaciones entre ellos de forma explicita. Por ejemplo, desde el

lenguaje natural se utilizan los términos ancho infinitesimal e intervalo infinitesimal al hacer
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referencia al dr, siendo que la primera expresion se lo utiliza en un contexto geométrico (ver
Figura 6.2 y Figura 6.3), pero la segunda expresion en puede relacionar al momento de
considerar las particiones o divisiones del intervalo de valores que puede tomar el radio en el

marco de un contexto aritmético.

Potenciales conflictos del lenguaje 2: En la leccion del libro de texto se explica paso a
paso como se tiene que considerar los radios en la lamina circular, los diferentes valores del
radio que determinan circunferencias de radios 1, 2 y 3 (como se muestra en la Figura 6.5).
Pero luego, en lugar de trabajar con circulos concéntricos, a medida que avanza el discurso se
comienza a considerar coronas circulares o anillos circulares para calcular el area y la densidad,

sin aclarar porque es necesario este cambio.

Se considera, que resulta oportuno realizar una explicacién de por qué es necesario
realizar el cambio de la consideracion de los circulos a anillos circulares, ya que los argumentos
de este cambio no estan explicitos en la leccion. Ademas, la representacion grafica de las
circunferencias en la Figura 6.5, se considera insuficiente o incompleta ya no representa el
proceso que esta realizando el autor y puede llegar a generar conflictos semioticos en el lector,
debido a que las flechas de los radios dibujados llevan a considerar circunferencias y circulos,

y no anillos como lo plantea el texto.

Figura 6.5

Potencial conflicto epistémico en la representacion grafica

Fuente: Salinas et al., (2012, p. 143)

Potenciales conflictos del lenguaje 3: Otro potencial conflicto esta relacionado con las
expresiones simbdlicas que relaciona la integral con la diferencial, pero en este caso particular,
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se plantea una igualdad entre la integral indefinida y la integral definida, aspecto que no es
correcto ya que la integral indefinida representa a una familia de funciones, y la integral

definida representa a un valor numeérico.
M= [dM = [} 2rr(10 — r?)dr (Salinas etal., 2012, p. 145)

Potenciales conflictos del lenguaje 4: en la leccion se intenta establecer relaciones entre
la derivada como la razén de cambio del area con respecto al radio, la diferencial area y la

diferencial radio. Si bien desde el lenguaje simbolico se escribe como un cociente de
. . dA . . ,
diferenciales como - en el discurso de los autores no lo mencionan asi. Este hecho, es

didacticamente significativo, ya que las representaciones simbdlicas de la diferencial y la
derivada, y las interpretaciones de estos, pueden llegar a generar un potencial conflicto
epistémico, cuestion que ha sido reportado por diversas investigaciones Gémez (2019), Ely
(2021), Verdn, Giacomone y Benitez (2022)

Potenciales conflictos procedimentales: en la leccidn del libro de texto se plantea para
el calculo de la diferencial masa de dos maneras, por un lado, como la diferencia de las masas
dM = M(r + dr) — M(r), y como el producto dM = o(r)dA. Si bien, en el texto se aclara
las consideraciones en relacidn con la funcién densidad, no se presentan de manera explicita
las relaciones entre una expresion y la otra, dejando a cargo del lector la eleccion de una
expresion o de la equivalencia entre ellas, siendo que cada expresion plantea una forma
diferente de calcular la diferencial y que estan relacionadas, ejemplos de esta y otras situaciones
se presentan en Hu y Rebello (2013) y Von Korff y Rebello (2014). Cabe destacar que los
autores muestran las relaciones y la equivalencia entre las siguientes expresiones que

relacionan a la diferencial area: dA = A(r + dr) — A(r) y dA = 2nrdr.
6.4.1.10 Potenciales mejoras de la faceta epistémica

En relacion con el lenguaje empleado, se utilizan diferentes registros y representaciones
para describir a la diferencial, pero se podria destinar unos parrafos para establecer las

conexiones e interpretaciones entre las expresiones de la diferencial.

Por otro lado, no se observa en la leccion que se propongan situaciones en las que el
lector (profesores y/o estudiantes) tengan que generar o negociar definiciones que intervienen

y emergen del abordaje de la diferencial
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Con respecto a los procedimientos, se considera que se podria ampliar la explicacion
en relacion con las equivalencias entre las expresiones de la diferencial, mostrando como se

pasa de una férmula a otra.

Por ltimo, se considera oportuno destinar al comienzo de la leccion unos parrafos para
discutir la necesidad de considerar diferentes radios para determinar la masa de la ldmina, ya
que directamente se parte de explicar el procedimiento sin exponer los argumentos que los
validan. También, resulta de interés agregar una seccion donde se plantee la discusion con
relacion a porque resulta necesario y deseable, para determinar la masa de una lamina circular,
considerar anillos circulares en lugar de circulos concéntricos, con el objetivo de generar
situaciones donde la diferencial interviene y emerja de manera clave para resolver el problema

(Verén y Giacomone, 2021).
6.4.2 Faceta cognitiva

En la leccion seleccionada del libro de texto de Salinas et al. (2012) se plantea una
situacion problema que permite al lector establecer relaciones o conexiones entre diferentes
tipos de diferenciales, como la diferencial masa, la diferencial area y diferencial radio,
empleando diferentes lenguajes o representaciones natural, geométricas, algebraicas y

simbdlicas.

Ademas, en una seccién de la leccién se plantea la relacion de la derivada con la
diferencial, en un intento para diferenciar ambos conceptos que estan intimamente relacionados

por medio de la representacion simbolica.

En relacion con los procesos, se puede apreciar que en la explicacion que realizan los
autores, existen indicaciones que permiten que el lector pueda seguir la estrategia empleada
para la modelizacion y generalizacion de los procesos de variacion y acumulacion del radio,
area, densidad y la masa. Ademas, se observan elementos que metacognitivos que propician la
reflexion sobre los procesos de pensamiento matematico, por ejemplo, cuando se plantea la
necesidad de mejorar las aproximaciones de la masa de la ldmina y para ello se amplia el

namero de divisiones que se considera de la lamina circular.

Con respecto a los conocimientos previos en primer lugar, se puede mencionar que en
la leccion no se retoman o presentan diferentes saberes previos que se utilizan como el area del
circulo, area de un anillo circular, area de un rectangulo, diferencia entre circulo y
circunferencia, perimetro de la circunferencia, propiedades de la integral, diferencia entre la
integral indefinida y definida. Ademas, no se definen los conceptos fisicos involucrados, como
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la masa y la densidad superficial. Aspecto que consideramos fundamental para que las
reflexiones con relacion al problema no se limiten solamente a cuestiones de las matematicas,

sino que también de los aspectos fisicos, como lo plantea Hitt (2014).

Cabe destacar que en la leccion se utilizan diferentes registros semioticos para
representar la informacion como gréaficos, ecuaciones, representaciones simbolicas y
representacion diagramatica de la transformacion de una corona circular en un rectdngulo (ver
Figura 6.3) (Godino, Giacomone et al., 2016). La utilizacion de diferentes representaciones
permite incrementar el grado de idoneidad cognitiva en la medida que se establezcan relaciones
entre las practicas discursivas, operativas y normativas empleando diferentes registros

semioticos (funciones semidticas) (Godino, Wilhelmi et al., 2016).

Por otro lado, debido al uso de diferentes términos o expresiones en relacién con la
diferencial, resulta necesario plantear la discusion sobre las interpretaciones que el lector podria
hacer de infinitamente pequefia, cantidad infinitesimal, porcion infinitesimal, entre otros que
se han mencionado en la faceta anterior, ya que esta discusion es necesario por lo potenciales

conflictos cognitivos que pueden surgir.

Otro potencial conflicto cognitivo tiene relacion con el uso de las expresiones
simbdlicas que, si bien se establecen relaciones entre la derivada y la diferencial, no son
suficientes ya que no se plantea una seccion para generar la discusion en relaciéon con las
interpretaciones y/o sentidos que adquieren cada uno de estos conceptos en relacién con la
situacion problema planteado. En el mismo sentido, no se aprecia en la leccién que se haga
referencia al paso que se realiza de la integral indefinida a la definida, las consideraciones
quedan a cargo del lector. Ademas, no se observa en la leccion un lugar destinado a la
valorizacion del error o confusiones que se pueden presentar en la resolucion de la tarea

propuesta como fuente de aprendizaje.
6.4.3 Faceta afectiva

Teniendo en cuenta que se esta analizando una leccion de un libro de texto, no es posible
identificar aspectos de la leccion que den cuenta de las practicas afectivas de los sujetos
involucrados. No obstante, se pueden realizar ciertas observaciones con la intencion de mejorar
la propuesta teniendo en cuenta los aportes de Castillo et al., (2022a; 2022b) y la GVID-

Diferencial.

La situacion problema que se presenta, si bien no se corresponde directamente con los
problemas sociales o la vida social de los estudiantes, presenta una situacion contextualizada
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en el campo de la fisica e ingenieria, siendo esta una caracteristica que puede evitar el rechazo
de los estudiantes (lectores) hacia las matematicas. Ademas, se destaca que, en la explicacién
de la resolucion del problema, esta se va presentando de modo que habilita un cierto grado de
flexibilidad hacia la exploracion de ideas y conjeturas, ya que no dice desde el principio que se

debe hacer para resolver, sino que va construyendo la resolucion paso a paso.
6.4.4 Faceta interaccional

La leccién del libro de texto seleccionado para este estudio presenta un formato de
interaccion de tipo dialdgico y comunicativo, en el sentido de que comienza planteando la
situacion problema, luego va comunicando las proposiciones y procedimientos que va
empleando para avanzar en la resolucion. La presentacion de los procedimientos se va
realizando de manera progresiva, avanzando hacia la mejora de la aproximacién de la masa

total de la lamina circular.

En la organizacion de las configuraciones didacticas, se observa un orden en el
surgimiento de los diferenciales dr, dA 'y dM, de tal manera que se propicia el planteo de las
relaciones entre los diferenciales, la cual se potencia por las conexiones (conversiones) que se
presentan entre las representaciones (lenguajes) natural, simbolico, algebraico y geométrico.
Ademas, se destaca en la leccion se emplean algunos recursos retoricos y argumentativos para

presentar y explicar con claridad y sencilles cada uno de los diferenciales involucrados.

Por otro lado, no se observa en la leccion evidencias que den cuenta de las interacciones
entre estudiantes, ya que no se presentan espacios en la leccioén para la discusiéon o el
intercambio de ideas. Ademas, el trabajo que proponen los autores al lector tiene un caracter

individual ya que no se plantean explicitamente trabajos grupales.

Por altimo, un potencial conflicto instruccional que se puede advertir en la leccion tiene
que ver con lo que se solicita y/o declara que se va a realizar. Es decir, en el encunado de la

situacion-problema no se especifica que se debe encontrar la masa total de la ldmina circular.
6.4.5 Faceta mediacional

En la leccion del libro se emplean recursos graficos geométricos que acompafian la
explicacion de la resolucion de la situacién problema propuesta, pero no se aprecia que se
propicie el uso de otros tipos de recursos audiovisuales e informaticos que permiten potenciar
el estudio fisico del fendmeno, la visualizacién y los procesos implicados en la modelizacién

matematica.
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Con respecto a la organizacién del espacio temporal, se puede apreciar que se destina
un importante tiempo para la explicacion de la estrategia utilizada para la resolucion de la tarea,
destacando las proposiciones y procedimientos que intervienen para definir los diferenciales y
relacionarlos con la derivada y la integral. Si bien, en este ultimo aspecto, no se destina mucho
tiempo para discutir estas relaciones entre los conceptos, se considera que existe una

distribucion adecuada para el tratamiento de los diferenciales.
6.4.6 Faceta ecoldgica

Una componente importante de la faceta ecoldgica es la adaptacion al curriculo, y en el
caso particular de la leccion del libro de texto de Salinas et al. (2012) se puede mencionar que
la situacion problema seleccionada se encuentra en correspondencia con los disefios
curriculares de carreras de matematica, ingenieria, fisica y ciencias experimentales ya que la
propuesta de ensefianza utiliza la modelizacion de fendmenos de cambio y acumulacion en las
cuales surge la necesidad de definir a la diferencial para obtener la masa total de la ldmina
circular. Cabe destacar que la presentacion que se realiza de la diferencial va mas alla de
considerarse como un simple instrumento necesario para definir la derivada o la integral, sino
que se establece la importancia y la necesidad de trabajar con diferenciales para modelizar y
resolver situaciones-problemas contextualizadas en la fisica y la ingenieria, indicando de esta
manera que la propuesta del libro de texto se encuentra contextualizada para las carreras de un
estudiante de ingenieria o fisica.

En la leccion existen elementos que permiten afirmar que se tienen en cuenta los
avances de las investigaciones en didactica del calculo, como por ejemplo la utilizacion de
diversos lenguajes 0 representaciones para potenciar la visualizacion y competencia
matematica de los estudiantes. Pero se considera oportuno incluir otros tipos de recursos
tecnoldgicos, como por ejemplo el uso de las animaciones o videos para estudiar las
variaciones, cambios 0 acumulaciones de los fenémenos fisicos como lo proponen Thompson
y Harel (2021), ya que estos permiten profundizar en la discusion del fenémeno fisico en

estudio y no limitarlo solo a aspectos algebraicos (Hitt, 2014).

Por ultimo, se resalta que la leccidn del libro plantea una situacion problema en un
contexto interdisciplinario ya que permite relacionar la diferencial con conceptos propios de la

fisica y la ingenieria como masa de una ldmina y la densidad superficial.

6.5 Sintesisy Conclusiones
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En este capitulo se propuso analizar y valorar la idoneidad didactica de una leccion de
un libro de texto de célculo para el estudio de la diferencial utilizando los conocimientos

didactico-matematicos de la GVID-Diferencial.

A partir del estudio realizado, es posible reconocer las potencialidades y limitaciones de
la leccion de libro de texto en cada una de las facetas epistémica, cognitiva, afectiva,
interaccional, mediacional y ecoldgica. Por ejemplo, en la faceta epistémica y cognitiva se ha
logrado identificar varios potenciales conflictos semioticos, cuya informacién es un insumo
muy importante para la planificacion y disefio de tareas para el estudio de la diferencial.
Ademas, la organizacion de los momentos de ensefianza que se valoran en la faceta
interaccional nos brinda informacién sustancial para la implementacion de este tipo de

situacion con los estudiantes.

Los conocimientos didactico-matematicos que se han sintetizados en la GVID-
Diferencial conforman una herramienta tedrica y metodoldgica potente con muchas
aplicaciones, como el anélisis y valoracion de lecciones de libros de textos, cuyo uso
competente por parte del profesor de matemaéticas posibilita la reflexién global sobre los

procesos de ensefianza y aprendizaje de la diferencial.
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Capitulo 7: Desarrollo de la Competencia de Analisis Ontosemiotico en

Futuros Profesores de Matematicas

Una parte del contenido de este capitulo aparece publicado en:

Veron, M. A. y Giacomone, B. (2023). Valoracion de la idoneidad interaccional de una
discusion sobre la resolucién de un problema en torno al estudio de la diferencial. En Actas del
Congreso SOMIDEM. México. Aceptado.

Giacomone, B. y Verdn, M. A. (2023). Competencia de futuros profesores de matematica para
identificar practicas, objetos y procesos en la resolucion de un problema del diferencial. En C.
Jiménez-Gestal, A. A. Magrefian, E. Badillo, E. y P. lvars (Eds.), Investigacion en Educacion
Matematica XXVI (pp. 267-274). SEIEM.

7.1 Introduccion

De acuerdo con la literatura, el disefio de tareas, el analisis a priori detallado de las
posibles soluciones y el analisis de la actividad matematica manifestada por los estudiantes,
son considerados competencias didacticas especificas del profesor de matematicas. Esto
implica que el futuro profesor de matematicas tenga la oportunidad de abordar, desde su
formacion, acciones formativas que le permitan avanzar hacia el conocimiento y uso
competente de herramientas especificas, eficaces para: disefiar y comprender la complejidad
matematica de las situaciones-problemas que proponen a sus estudiantes, comprender y
gestionar los conflictos de aprendizaje, gestionar la institucionalizacion de los conocimientos

y evaluar todo el proceso de ensefianza y aprendizaje impartido.

En el marco del Enfoque Ontosemidtico se propone el modelo de Competencias y
Conocimientos Didactico-Matematicos (CCDM) del profesor de matematicas, desarrollado por
Godino, Giacomone, Batanero y Font (2017), en el cual los conocimientos y competencias
mencionados forman una parte esencial de la competencia general de analisis e intervencion

didactica y conocimientos didacticos.

En este trabajo se presenta el tipo de analisis que estamos experimentando con futuros
profesores de matematica centrado en el desarrollo de la competencia para identificar y

describir las précticas, objetos y procesos matematicos implicados en tareas matematicas
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escolares (Giacomone, Godino, Beltran-Pellicer, 2018). Se utiliza como contexto matematico

situaciones-problemas donde interviene el concepto diferencial.

Dada la complejidad de la ensefianza del diferencial (Lopez-Gay et al., 2015) resulta
fundamental incluir en la formacion de profesores de matematicas iniciativas formativas que
permitan el desarrollo de competencias especificas para afrontar los complejos desafios
didacticos asociados a este concepto. Asi, en este trabajo abordamos el desarrollo de
competencias del profesor de matematicas desde la perspectiva del EOS usando como contexto

matematico el estudio del diferencial.

En este capitulo se describe, analiza y valora el disefio, implementacion y valoracion
del primer ciclo de formacion orientado al desarrollo de la competencia de analisis
ontosemiotico en futuros profesores de matematica (FPM), y para lograrlo, nos planteamos la

siguiente pregunta de investigacion:

¢Que tipo de acciones formativas seria necesario y posible implementar en un
programa de formacion para iniciar a los futuros profesores en el conocimiento y la

competencia para el andlisis ontosemiético?
7.2 Modelo de Conocimientos y Competencias Didactico-Matematicos del Profesor

En Godino et al. (2017), se plantea el modelo de Competencias y Conocimientos
Didactico-Matematicos del profesor de matematicas a partir de la organizacion de las
dimensiones, componentes e indicadores que caracterizan el conocimiento necesario para la

ensefianza de las matematicas, considerando los aportes tedricos de diversos modelos.

A partir de las concepciones ontoldgico semioticas del EOS, se desglosa la competencia
general de disefio e intervencion didactica, propia del profesor de matematicas, en cinco sub-
competencias: competencia de analisis significados globales; competencia de analisis
ontosemiotico de practicas matematicas; competencia de analisis y gestioén de configuraciones
didacticas; competencia de analisis normativo; competencia de analisis y valoracion de la
idoneidad didactica. Esta distincion es posible gracias al desarrollo de determinadas

herramientas tedricas y metodolégicas que han evolucionado al interno de dicho enfoque.

En este trabajo focalizamos la atencion en la competencia de analisis ontosemiético de
practicas matematicas. La nocién de configuracion ontosemioética responde a la necesidad de
identificar, por parte del profesor, los objetos y procesos intervinientes en las practicas

matematicas. Es decir, el conocimiento didactico-matemaético sobre el propio contenido (la

171



diferencial) en la cual se tiene en cuenta el conocimiento de la pluralidad de los significados
institucionales de cualquier objeto matematico, dependiendo de los diferentes contextos de uso,
y el reconocimiento del sistema de practicas, objetos y procesos implicados en cada significado

parcial (Giacomone, Godino y Beltran-Pellicer, 2018).

En la realizacion de las practicas matematicas intervienen y emergen objetos de
diversos tipos, de acuerdo con la funcion que desempefian en dichas préacticas (elementos
linguisticos, situaciones-problemas o tareas, conceptos, proposiciones, procedimientos y
argumentos). Y también, intervienen y emergen procesos matematicos (particularizacion,
generalizacion, representacion, ...) (Godino et al., 2007). El reconocimiento explicito de tales
objetos y procesos permite prever conflictos potenciales y efectivos de aprendizaje, evaluar las
competencias matematicas de los estudiantes e identificar objetos que deben ser recordados e

institucionalizados en los momentos oportunos de los procesos de estudio (Godino etal., 2011).
7.3 Caracteristicas Generales del Ciclo Formativo

El ciclo formativo se implement6 durante el afio 2022, durante cuatro sesiones de dos
horas y media cada una, en el ambito del curso Seminario de Didactica de la Matematica.
Participaron 12 estudiantes, futuros profesores, que estaban cursando el cuarto afio de la carrera
de Profesorado de Educacion Secundaria en Matematica de un Instituto Superior de Formacién
Docente de Argentina. Si bien la mayoria de los futuros profesores de matematica nunca habian
utilizado las herramientas del EOS para el analisis de la actividad matematica, tenian
conocimientos tedricos previos sobre las nociones basicas del enfoque que caracterizan a una

configuracién ontosemidtica.

A modo de sintesis, se presenta la trayectoria didactica propuestas para el primer ciclo
de formacion desarrollado en los FPM, como se puede apreciar en la Figura 7.1.
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Figura 7.1

Trayectoria didactica para del primer ciclo de formacién en los FPM
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7.3.1 Cronograma del proceso formativo
En la siguiente Tabla 7.1 se muestra el cronograma de la experiencia formativa.

Tabla7.1

Distribucién de los encuentros del primer ciclo de formacién

Encuentro Fecha Tiempo
ler 16 de septiembre de 2022 2,5 horas
2do 23 de septiembre de 2022 2,5 horas
3er 29 de septiembre de 2022 2,5 horas
4to 14 de octubre de 2022 2,5 horas

7.3.2 Organizacion de las actividades por encuentro

7.3.2.1 Primer encuentro

Tarea 1: Se plantea una situacion-problema del calculo de la masa total de una ldmina
circular. El objetivo de la tarea es explorar los conocimientos matematicos sobre la diferencial
de los FPM.

Puesta en comun de la Tarea 1: se retoman las producciones de los estudiantes y se
abordan los conflictos semi6ticos que dificultan el avance en la resolucién de la situacién
problema. El objetivo es discutir sobre cada una de las resoluciones que surgieron de los
grupos, superar los conflictos epistémicos y cognitivos, y establecer la estrategia de resolucion

Optima de la situacion problema.

Tarea 2: Primer analisis ontosemidtico (epistémico). Mediante preguntas que apuntan
al anélisis didactico, se lleva al FPM a reflexionar e identificar los objetos y procesos
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matematicos que intervinieron y emergieron de la situacion problema que ellos mismos
resolvieron con la Tarea 1. El objetivo es realizar identificar los objetos matematicos
(situacion-problema, lenguajes, conceptos-definiciones, proposiciones, procedimientos y

argumentos) y procesos en sus propias resoluciones.
7.3.2.2 Segundo encuentro

Discusion de la Tarea 2: El objetivo es discutir sobre los significados personales de los
estudiantes sobre cada uno de los objetos matematicos implicados en la Tarea 2, de tal manera

que se amplia el analisis ontosemidtico.

Luego de la discusion, se realiza la institucionalizacién de algunas nociones del
Enfoque Ontosemioético, en particular se presenta el origen del EOS, la nocion de objeto
matematico, significado, practicas matematicas, configuracion de practicas, objetos y procesos,
y la técnica de andlisis ontosemiotico de una actividad (Godino, 2002), retomando las
producciones de los FPM de las Tarea 1 y Tarea 2, y proponiendo otros ejemplos. Este proceso
se amplia con la lectura complementaria de un texto especifico preparado por el grupo de
investigadores que se adapta del texto de Godino, Beltran-Pellicer, Burgos y Giacomone
(2017).

Tarea 3: Introduccion al analisis ontosemi6tico (cognitivo). EL objetivo de esta tarea
es que los FPM realicen su primer analisis cognitivo de una resolucion de un estudiante real
del problema de célculo de la masa a partir de 1) reconocer y dividir la resolucién en practicas
matematicas elementales (personales), 2) identificar el uso e intencionalidad de cada una de las
practicas, 3) reconocer los objetos matematicos (lenguajes, conceptos, proposiciones,
procedimientos y argumentos) de cada una de las practicas, 4) identificar potenciales conflictos

epistémicos y cognitivos.
7.3.2.3 Tercer encuentro

Discusion de la Tarea 3: se pone en discusién y dialogo con todo el grupo clase la
division de la resolucidén en précticas matematicas y se discuten en detalle los objetos

matematicos implicados en cada préctica.

Luego de la discusidn, se institucionaliza el analisis cognitivo desde la perspectiva del
EOS. Ademas, se establecen relaciones entre los tipos de analisis Ontosemiéticos realizados

en las Tarea 2 y Tarea 3.
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Tarea 4: Se plantea una nueva situacion problema que implica obtener la distancia total
recorrida por un auto en un intervalo de tiempo y se solicita realizar el analisis ontosemiético
(epistémico) completo identificando la secuencia de practicas matematicas, intencionalidad de
cada practica y los objetos matematicos que intervienen y emergen de las mismas. Ademas, se
plantea la realizacién de una primera lectura del modelo ontosemiotico de los significados

parciales de la diferencial en el texto de Verdn y Giacomone (2021).
7.3.2.4 Cuarto encuentro

Discusiones de la Tarea 4: se retoman algunas producciones de los estudiantes y las

dudas, preguntas y dificultades que hayan tenido para resolver la tarea.

Luego se realiza la institucionalizacion del origen y evolucion del concepto diferencial
y del modelo ontosemidtico de los significados parciales de la diferencial.

Tarea 5: Se propone a los FPM realizar un analisis ontosemidtico a una leccion de un
libro de texto de célculo de Stewart (2012) de tal manera que puedan identificar practicas,
objetos y procesos matematicos, potenciales conflictos epistémicos y cognitivos, relaciones
con otros conceptos y establecer conexiones con los significados parciales de la diferencial.

Discusion de la Tarea 5: se socializan y discuten las respuestas de los FPM junto con

sus dudas y dificultades.

Cierre del ciclo formativo: se presentan y se relacionan todas las tareas del ciclo
vinculando con las herramientas del EOS, los significados parciales de la diferencial y los tipos

de analisis ontosemidtico (epistémico y cognitivo) solicitados.

7.3.3 Recogiday analisis de los datos
Como instrumentos de recogida de informacién se dispone de los siguientes elementos:
— respuestas escritas de las actividades grupales e individuales realizadas en clase;

— grabacion en audio de todas las sesiones del curso (favoreciendo la interpretacion de
las observaciones registradas y el desarrollo del curso en la etapa de andlisis

retrospectivo);
— registro fotogréafico de las producciones de los FPM en el pizarrén

Encuesta de opinién
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Con la finalidad de recoger informacion adicional para este andlisis, los estudiantes
tenian que cumplimentar una encuesta de opinion anénima sobre los siguientes aspectos, para

cada tarea:
Consigna

Realice una valoracion de cada uno de los siguientes puntos referido a las tareas

realizadas
1) Claridad de la tarea y de las consignas.

2) Adecuacion de la metodologia seguida (forma de trabajo, explicaciones del

profesor).
3) Grado de motivacion e interés suscitado por las actividades.
4) Nivel de aprendizaje logrado.

5) Grado de pertinencia global del taller para tu formacion como profesor de

matematicas.

Cada item debia ser valorado seglin una escala de [1-5], siendo 1: valor minimo y 5: valor
méaximo. Ademas, los estudiantes podian afadir cualquier comentario que considerasen

pertinente.
7.4 Fases y Metodologia de Implementacion
7.4.1 Fase 1. Exploracion inicial de los significados personales de la diferencial

En la primera fase los FPM resolvieron una primera tarea matematica, Tarea 1, sobre
un problema del calculo de la masa total de una lamina circular, adaptado de Salinas et al.
(2012), que tiene la intencidon de realizar una exploracion inicial de los significados personales

de los FPM sobre la diferencial.
7.4.2 Fase 2. Introduccidn al andlisis ontosemiotico (epistémico)

Luego de la socializacién y discusion de las resoluciones empleadas por los FPM, se
avanzo con la segunda fase de implementacion ‘Introduccion al analisis epistémico’ utilizando
la Tarea 2 (Figura 7.2). Esta tarea tiene el objetivo de introducir un posible método para la
identificacion y reconocimiento de los distintos objetos matematicos, como la situacion
problema, lenguajes, conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos, que caracterizan

a las configuraciones epistémicas.
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7.4.3 Fase 3. Introduccion al andlisis ontosemiotico (cognitivo)

Con la tercera fase de implementacion ‘Introduccion al analisis cognitivo’ se involucra
a los participantes a realizar un primer analisis cognitivo, basado en la identificacion de los
objetos matematicos, de las practicas matematicas personales que realiza un estudiante cuando

resuelve el problema (Tarea 3).
7.4.4 Fase 4. Puesta en practica de la técnica de analisis ontosemidtico.

La cuarta fase ‘Puesta en practica de la técnica de analisis ontosemiotico’ avanza hacia
la consolidacién en el uso de herramientas de andlisis. Se proponen dos tareas, 4 y 5, en las
cuales se plantearon sobre las siguientes consignas: (1) Resuelve la tarea matematica; (2)
Identifica las distintas practicas matematicas que se deben realizar; (3) Identifica los
conocimientos que se ponen en juego (objetos y procesos matematicos referidos en las
practicas). Para la Tarea 4 se utiliza como contexto un problema de aceleracion basado en el

calculo de la distancia total recorrida de un auto.

7.45 Fase 5. Aplicacion del analisis ontosemidtico a una leccion de un libro de texto de

calculo.

En la quinta fase, con la Tarea 5, se propone realizar un analisis ontosemiético sobre
una leccion de un libro de texto de calculo de Stewart (2012), en particular se les brinda una

parte de una leccion donde se presenta la definicion y explicacion del diferencial.

Si bien, cada etapa tiene un momento de intercambio de ideas, discusion grupal, puesta
en comun por parte del docente y discusion de resultados parciales al interior del grupo de
investigacion, en la quinta etapa del ciclo formativo se crea un espacio didactico especifico
para ilustrar los avances que han logrado los estudiantes, para discutir sobre la importancia de
los conocimientos didactico-matematicos de los distintos significados de la diferencial para el
disefio de tareas, y reflexionar sobre la importancia de las tareas realizadas en la futura practica

profesional.
7.4.6 Fase 6. Evaluacion

Cada una de las tareas implementadas se analizaron a priori con el objetivo de gestionar
la clase, la puesta en comun y los potenciales conflictos de aprendizaje. Al final de toda la
implementacion, se realizé un analisis retrospectivo de todo el ciclo formativo con el objetivo

de identificar puntos de mejora y tomar decisiones para futuras implementaciones.

7.5 Disefio de Tareas. Analisis a priori

177



7.5.1 Introduccién

En esta seccién se presenta el analisis a priori de cada una de las tareas del ciclo
formativo teniendo en cuenta los tipos de conocimientos didactico-matematico involucrado, la

intencionalidad y las competencias profesionales de los FPM que intervienen en las mismas. A

modo de sintesis se presenta esta organizacion en la Tabla 7.2.

Tabla 7.2

Conocimientos y competencias didactico-matematicos implicados en las tareas del primer

ciclo de formacion

Tipos de .
L Competencias
. conocimientos . . -
Tarea Consigna R Intencionalidad  profesionales
didactico-

matematicos

del FPM

Resolver de dos maneras diferentes

Identificar las
practicas

1 el siguiente problema y escribir los Episttmico ~ mateméticas
pasos realizados. involucradas en
la resolucion
1) ¢Qué es para ti un concepto Identificar los
matematico? ldentifica los conceptos-
conceptos matematicos que Epistémico  definiciones que
intervienen en la resolucion de la intervienen en las
tarea. practicas
. . . Identificar |
2) ¢Qué lenguajes se utilizaen la tideos deca 0s
resolucion de la tarea? (Lenguaje: o POS G
o LA Epistémico lenguajes que
natural, geométrico, simbodlico, . -
. intervienen en las .
algebraico, etc.) P Competencia
practicas de analisis
3) ¢Qué es para ti una proposicion Reconaocer las P
. . L epistémico de
matematica? Identifica las - proposiciones -
. . Epistémico . - practicas,
proposiciones matematicas en la que intervienen -
L L objetos y
resolucién de la tarea. en las practicas
2 4) ¢Qué es para ti un procedimiento procesos
¢oue €S p np Identificar los matematicos
matematico? Describe los P
- Z s o procedimientos
procedimientos matematicos Epistémico ; )
o ” que intervienen
utilizados en la resolucion de la L
en las practicas
tarea.
Reconocer los
5) ¢Qué argumentos/explicaciones argumentos que
validan las proposiciones y Epistémico justifican las
procedimientos utilizados? proposiciones y
procedimientos
Reconocer los
6) ¢Qué conceptualizaciones se procesos
pueden identificar en la resolucion Epistémico ~ matematicos

de la tarea?

implicados en el
sistema de
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practicas
matematicas

Analiza la resolucién del problema
de célculo de la masa
1) Describe el procedimiento

Reconocer la
estrategia de
resolucién y las
practicas

Competencia

SO . Cognitivo T
seguido indicando la secuencia de g matematicas de andlisis
practicas elementales que se ha personalesen la  cognitivo de
realizado para resolver la tarea solucion de un practicas,

estudiante objetos y
Identificar en procesos
. cada préctica matematicos
2) Completa la tabla identificando P
los conocimientos que se ponen en personal la personales de
. >4 P Cognitivo intencionalidad y  un estudiante
juego en el enunciado y en cada .
una de las précticas elementales los objetgs
matematicos
implicados
Contrastar el
andlisis .
3 S Competencia
epistémico y el L
P . para identificar
. . C analisis cognitivo .
3) ¢Consideras que el Epistémico . potenciales
L L Identificar .
procedimiento es correcto? Cognitivo . conflictos
potenciales -
conflictos epistemicos y
P cognitivos
epistémicos y
cognitivos
Competencia
Valorar la de valoracion
resolucion del de la idoneidad
. . . . Epistémico  estudiante epistémica
4) ¢ Qué retroalimentacion harias? pIstem y pistemicay
Cognitivo ofrecer una cognitiva.
retroalimentacién Competencias
formativa comunicativas
y -
argumentativas
Reconocer las
1) Resolver problema (velocidad P estrategias de
Epistémico >
del auto) resolucién del
problema
. . Identificar las .
2) Describe el procedimiento . Competencia
S . practicas A
seguido indicando la secuencia de S e de andlisis
> Epistémico ~ matemaéticas P
practicas elementales que se ha ' epistémico de
. involucradas en Lo
4 realizado para resolver la tarea S practicas,
la resolucion .
Identificar en objetos y
cada practica procesos
3) Completa la tabla identificando elem(fntal la matematicos
los conocimientos que se ponen en S . . X
. . Epistémico  intencionalidad y
juego en el enunciado y en cada .
L los objetos
una de las practicas elementales .
matematicos
implicados
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4) ¢Qué significado parcial del

Establecer
conexiones entre
la configuracién

Competencia

diferencial se puede relacionar con Epistémico  epistémicay los  de analisis
la tarea? significados epistémico
parciales de la
diferencial
s - Epistémico Reconocer la
1) Intencion didacti la leccidn . . .
) Intencion didactica de la leccio Cognitivoe intencionalidad

del libro de texto .
Interaccional

didactica

Dividir la leccién

2) ldentificar practicas matematicas o en préactica
- . Epistémica "
de la leccidn del libro de texto matematicas
elementales
3) Reconocer los objetos Identificar los
matematicos intervienen y emergen Epistémica  objetos
en de la leccion del libro de texto matematicos
. . Reconocer los Competencia
4) Reconocer procesos intervienen N q Jlisi
en la leccion del libro de texto Epistemica procesos € anatisis
matematicos epistémico y
Relacionar la cognitivo
f g . configuracion
5) ¢Qué significado parcial del nTigur
’ . . o epistémica con
diferencial se pretende trabajar en Epistémica los sianificados
la leccion del libro de texto? 19
parciales de la
diferencial
Identificar
- . L otenciales
6) Identificar potenciales Epistémica- poten
- . o conflictos
conflictivos para los estudiantes cognitiva P
epistémicos y
cognitivos
Epistémica, = Reconocer e Iniciacion en
7) Para hacer un anélisis de una cognitiva, incorporar la competencia
leccidn de un libro de texto, qué interaccional, indicadores de de andlisis y
otros aspectos consideras que se mediacional, las facetasde la  valoracion de
deberia tener en cuenta afectivay idoneidad la idoneidad
ecolégica didactica didactica

7.5.2 Tarea 1. Situacion problema del célculo de la masa
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Figura 7.2

Enunciado de la consigna de la Tarea 1

Consigna
Fesolver de dos maneras diferentes el siguiente problema v escribir los pasos realizados.

Considerands wna lamina circular de 3 metfros de radio, cuya masa se distribuye de tal manera que la
densidad en fodp punto es a(r) = 10 — r® (kg /m*), donde r &5 la distancia del punto al centro de la
Iiminag. Se pide:

Determinar la masa M total de fa ldming circular con la densidad de masa dependisnde de radio.

Masa=densidad x area

Posibles Resoluciones

En esta seccidon se describen brevemente las posibles resoluciones de la situacion-
problema y los potenciales conflictos epistémicos que emergen de las mismas, donde se hace
énfasis en las principales dificultades, discordancias y/o errores que intervienen y que propician

el surgimiento del conflicto.

A continuacion, se presentan las précticas matematicas elementales de cinco

resoluciones de la situacion-problema.
7.5.2.1 Resolucion 1

P1. Lectura e interpretacion del problema. Se considera una disco circular de 3m de
radio, una funcién densidad que depende del radio () = 10 — r? (kg/m?). La férmula para

calcular la masa superficial es Masa = densidad X area

P2. Se considera que el area y la densidad es constante en toda la superficie de la lamina
y se calcula area del circulo y la densidad para el radio » = 3m. De esta manera se obtiene un

area de A = m(3m)? = 97 m? con la formula A = mr? y una densidad de

d(3) =10 — (3m)? =1 (kg/m?)
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P3. Se calcula la masa haciendo el producto entre la densidad y el &rea, obteniendo:
M = 1(kg/m?) .9t m? = 9 kg
7.5.2.1.1 Potencial conflicto epistémico 1

La resolucidn es incorrecta ya que se genera un conflicto epistémico al considerar que
la funcién densidad es constante en todos los puntos de la ldmina circular. Ademas, se esta
suponiendo que la masa no varia en toda la superficie del circulo, ya que se trabaja con toda el
area del circulo de radio 3m. Estas cuestiones son didacticamente significativas ya que no se

logra reconocer la variacion de la funcion densidad, del area de la Iamina circular y, en

consecuencia, la variacion de la masa.
7.5.2.2 Resolucién 2
P1. Se repite

P2. Se considera que el radio r varia y que puede tomar solamente los valores naturales

0, 1, 2y 3, formandose circulos concéntricos como se muestra en la Figura 7.3.

Figura 7.3

Representacion gréfica de circulos concéntricos

P3. Se considera que el area y la densidad varian, por tal motivo se calcula el areay la
densidad para varios radios, considerando que r puede tomar los valores 0, 1, 2 y 3. Se

representan los datos en la siguiente tabla (Tabla 7.3).

Tabla 7.3
Célculo de la masa para valores de radio 0, 1, 2y 3

Masa
r o(r) =10 —r? (kg/m?) A= nr?(m? = densidad
x area (kg)
0 0 o(0) =10 A0)=0 M) =0
1 (0,1] g(1) =9 A(l) == M(1) =97
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2 (0,2] c(2) =6 AQ2) = 4n M(2) = 24n
3 (0,3] c(3) =1 AQ3) = 9r M@3) =91

Cabe aclarar que se considera que la densidad y el area varia en intervalos constantes,

es decir que, por ejemplo, para los valores de (0,1] se toma a r = 1 m, obteniendo una
densidad de o(1) = 9 kg/m? esto quiere decir que todos los puntos del circulo de radio 1m,

tiene una densidad constante de 9 kg/m?

P4. Se suman los valores de las masas que se obtuvieron para los diferentes radios para

aproximar el valor de la masa total de la lamina circular.
Miorar = M(0) + M(1) + M(2) + M(3) = 42m kg
7.5.2.2.1 Potencial conflicto epistémico 2

Si bien con la segunda resolucidn, supera el conflicto epistémico 1 ya que se logra
reconocer la variacion de la funcién densidad, del area y de la masa segun el radio que se
considere, pero surge un nuevo conflicto epistémico debido a la consideracion de los circulos
concentricos ya que se esta superponiendo los valores de las masas que se estan calculando
para los radios 1, 2 y 3 metros. Como se puede apreciar en la Figura 7.3, se consideran tres
circulos concéntricos de radios 1, 2 y 3 m, pero no se advierte que el &rea del circulo de r=1m
esta o incluido en los otros dos circulos, lo que genera gque se esta obteniendo un valor de masa

mayor al real ya que se superponen las superficies de los circulos considerados.

Ademas, se considera que el radio varia, pero solo toma valores naturales de su dominio
de definicion. Este hecho genera que se tome solo tres circulos y que en cada uno de ellos se
plantea que la densidad es constante en cada punto de los circulos, en sintesis, se esta

planteando que la densidad es constante por tramos o intervalos de valores de radio.
7.5.2.3 Resolucion 3

Resolucién alternativa: Si se consideran mas valores de radio el valor de la masa total
aumenta cada vez mas, porque aumenta considerablemente los valores de las areas de los

circulos.
A modo de sintesis, se presentan los datos en la siguiente Tabla 7.4

Tabla7.4

Calculo de la masa para valores de radio de 0,5m

A=mnr?(m?) Masa = densidad x 4rea (kg)
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0 a(0) =10 A(0)=0 M@O0)=0

A(0,5)

05 5(0,5) = 9,75 A 2% M(0,5) = 2,4375m

1 o(1)=9 A =m M(1) =97

15 o(1,5) = 7,75 A(L,5) M(1,5) = 17,4375m
' : : = 2,257 : :

2 o(2) = 6 AQ2) = 4m M(2) = 241

25 0(2,5) = 3,75 A(2,5) M(2,5) = 2343751
’ : : = 6,257 : '

3 o(3) =1 A(3) = 97 M@3) =91

De esta manera, la masa total serd: M;,:,; = 85,31357 kg
7.5.2.3.1 Potencial conflicto epistémico 3

La resolucion 3 mejora la resolucion 2 ya que se logra reconocer que el radio puede
tomar mas valores del intervalo [0,3]. En este sentido, se logra resolver el conflicto en relacién
con la consideracion del radio, pero también, hay un gran salto cualitativo en la resolucion ya
que se logra avanzar en la conceptualizacién de la variacion de la masa, de la densidad y del

area, ya que se consideran cada vez mas circulos concéntricos.

El hecho de considerar mas valores de radio constituye un indicador del progreso en la
resolucion del problema, pero todavia persiste el conflicto de la superposicion de superficies

de los circulos concéntricos.
7.5.2.4 Resolucién 4
P1. Se repite

P2. Se considera que el radio r varia y que puede tomar solamente los valores naturales
0, 1, 2y 3, forméandose anillos concéntricos o coronas circulares como se muestra en la Figura
7.4.

Figura 7.4

Representacion grafica de coronas circulares de radio 1,2y 3

/ \\
@ )- 0
\‘\_/ Y Ao N

A
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P3. Se considera que el area varia y se calcula el area de cada corona circular

reemplazando en la formula A = w(R? — r?2), siendo R: radio mayor y r: radio menor.
Ap=m(12-0%)=nm

A =m(22-1?)=n(4—-1)=3m

A, =m(32-22)=n(9—-4) =5x

P4. Se considera que la densidad es constante en cada corona circular y se organizan

los datos en una tabla para realizar los distintos célculos de la masa (Tabla 7.5).

Tabla 7.5

Calculo de la masa para las coranas circulares

Area de la corona Masa
r Intevalo °0=10-71 (’;g circular = densidad
/m) (m?) x area (kg)
0 (0,1] o(0) = 10 Ag=T M(0) = 10
1 (1,2] (1) =9 A, =31 MQ1) = 27n
2 (2,3] o(2) =6 A, = 57 M(2) = 30m

P5. Se suman los valores de las masas que se obtuvieron en cada anillo para aproximar

el valor de la masa total de la ldmina circular.
7.5.2.4.1 Potencial conflicto epistémico 4

En esta nueva resolucién, se advierte la superposicion de superficies y, por lo tanto,
para resolver ese conflicto epistémico, se consideran anillos o coronas circulares concentricas
en lugar de trabajar con circulos. Este hecho es didacticamente significativo ya que implica un
importante salto cualitativo en la compresién del problema y en la conceptualizacion de la
variacion de la masa ya que, en esta resolucion, se esta suponiendo que la densidad y la masa
es constante en cada uno de los anillos. Si bien, estas suposiciones constituyen un conflicto
epistémico que es necesario resolverlo para poder avanzar en la resolucion del problema,
resulta necesario estudiar la consideracion del ancho del anillo, es decir, la cantidad o porcién

del radio de la corona circular.
7.5.2.5 Resolucién5

P1. Se repite
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P2. Considerando que el radio r varia y que puede tomar cualquier valor entre 0y 3, se
puede tomar distancias de radio muy pequefias (infinitesimales) para formar infinitos anillos

concentricos o coronas circulares, como se muestra en la Figura 7.5.

Figura 7.5

Representacion gréafica de infinitas coronas circulares

P3. Se considera que el ancho de un anillo estara dado por la diferencia entre dos valores
de radio muy préximos entre si, esta distancia se denota con dr y se denomina diferencial radio.
Se calcula haciendo la diferencia dr = r, — r; y representa una cantidad infinitesimal de radio
(ver Figura 7.6).

Figura 7.6

Representacion gréafica de la diferencial area dA

_——— sfecipn opn Arén d4

Fuente: Salinas et al. (2012, p. 144)

P4. Para calcular el area de corona circular de radio dr se hace la diferencia entre las
areas de los circulos A(r + dr) y A(r), mayor y menor respectivamente, de esta manera se
obtiene una expresion que llamaremos diferencial area, se denota con dA y representa el area

infinitesimal de radio infinitesimal (ver Figura 7.7).
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A(r) =nr? yA(r + dr) = n(r + dr)?
dA = A(r +dr) — A(r)

dA = n(r + dr)? — nr?

dA = nr? + 2mrdr + wdr? — nr?

dA = 2nrdr

Figura 7.7

Representaciones para el calculo de dA

Fuente: Salinas et al. (2012, p. 107)

La diferencia de dos valores sucesivos de x es la diferencial dx, y similarmente para
dy. Se supone que las cantidades dx y dy no son cero sino incomparablemente
pequenias, y por lo tanto despreciables, con respecto a los valores de las variables x e y.
Del mismo modo, se supone que un producto de los diferenciales, como (dx)(dy) o
(dx)"2, es a su vez despreciable en comparacién con los diferenciales dx y dy.
(Edwards, 1979, p. 261)

P5. Se considera la densidad es constante en cada anillo infinitesimal de radio
infinitesimal. Por tal motivo, para calcular la masa en cada anillo infinitesimal se realiza el
producto entre la funcién densidad y la diferencial area, obteniendo de esta manera una porcion

infinitesimal de masa que lo denotaremos con dM y se denomina diferencial masa.
dM = o(r)dA
dM = (10 — r®)2nardr)

dM = 2n(10r — r3)dr
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P6. Sabiendo que la diferencial masa nos permite calcular la masa de una porcién
infinitesimal de la lamina circular, surge la necesidad de sumar todas las porciones

infinitesimales de masa, para obtener la masa total de la lamina, es decir:
Mot = AMy + dM, + dM3 + -+- dM,,, con n tendiendo al infinito.

P7. Para sumar todas las porciones infinitesimales de masa dM,,, se plantea la integral

definida desde r = 0 m hasta r = 3 m cuya funcion integrando es dM. Es decir:

r=3 r=3 a\17=3
_ _ 3Y Ay — 2 _T _
Miptar = f dM = J 2 (10r — r3)dr = lZn (Sr —Z>l = 49,51 kg
r=0

r=0 r=0
P8. El valor 49,57 kg representa el cambio total acumulado de la masa de la lamina
circular cuando el radio pasader =0mar = 3m.
7.5.2.6 Analisis ontosemioético a priori de la Tarea 1

En la Tabla 7.6 se presenta el analisis ontosemidtico de la resolucion 5 de la tarea 1
identificando para cada practica matematica su uso e intencionalidad y los objetos matematicos

implicados.

Tabla 7.6

Analisis ontosemiotico de la resolucién 5 de la Tarea 1

Secuencia
de practicas
matematicas Uso e intencionalidad de las
para practicas
resolver la
tarea

Objetos referidos en las practicas
(lenguaje, conceptos, proposiciones,
procedimientos, argumentos)

Lenguajes: natural, simbdlico, algebraico,
geométrico
Conceptos: geometricos (circulo, radio,
punto, centro, distancia, superficie, area);
algebraicos (funcién, variacién, relacion de
Interpretacion y dependencia entre la densidad y el radio);
P1 reconocimiento de los datos  magnitudes fisicas (densidad superficial,
de la situacion problema unidades de longitud (metros), unidad de
masa (kg/m?))
Proposiciones: P1: “la masa se distribuye
de tal manera que la densidad en todo punto
es o(r) =10—12(kg/m?)”; P2: “la
densidad de masa dependiendo de radio”
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P2

Visualizar los infinitos anillos
que se pueden formar al
considerar valores de radio

Lenguajes:  natural  (infinitos, muy
pequefio, infinitesimal), geométrico y
simbdlico (r).

Conceptos: infinito, anillos o coronas
circulares concéntricos, valores,
infinitesimal.

Proposiciones: P3: “r puede tomar
cualquier valor entre 0y 3”; P4: “se forman
infinitos anillos concéntricos de radio muy
pequefio”

Procedimientos: tomar distancias de r
cada vez més pequefias.

P3

Determinar el ancho de un
anillo de radio infinitesimal
definiendo la diferencial radio

Lenguajes: natural (diferencia,
diferencial), geométrico, simbdlico (dr)
Conceptos: ancho de un anillo, diferencia
de valores, cantidad

Proposiciones: P5: “dr representa una
cantidad infinitesimal de radio”
Procedimientos: dr=r2-rl, dr se calcula
haciendo la diferencia entre dos valores
muy proximos entre Si.

Argumentos: definicion del diferencial
como una cantidad infinitesimal; Uso del
término infinitesimal para referirse a una
cantidad muy pequefia

P4

Determinar el area de un
anillo de radio infinitesimal
definiendo la diferencial area

Lenguajes: natural (diferencial area, area
infinitesimal), geométrico y simbdlico
(Ar+dr, dA=2nrdr)

Conceptos:  area, diferencial radio,
diferencial area.

Proposiciones: P6: “dA representa un area
infinitesimal de radio infinitesimal”
Procedimientos: dA=Ar+dr—A(r), dA se
calcula haciendo la diferencia de areas.
dA=2nrdr

Argumentos: célculo de area un circulo y
corona circular.

PS5

Definicién de la diferencial
masa para un anillo de area
infinitesimal

Lenguajes: natural (porcidon infinitesimal),
algebraico, simbolico (dM, ar)

Conceptos: producto, funcion, densidad,
masa, diferencial masa, producto,
constante.

Proposiciones: P7: “densidad constante en
cada anillo infinitesimal”, P8: “dM
representa una porcion infinitesimal de
masa”

Procedimientos: dM=ardA

Argumentos: definicion de masa
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Lenguajes: natural (infinito), simbolico
(dMn)

Establecer que la masa total Conceptos: suma, masa total, infinito.

se obtiene a partir de la suma

P6 P . Procedimientos:  Mtotal=dM1+---dMn,
de las infinitas porciones con n tendiendo al infinito
infinitesimales de masa n ] ' .
Argumentos: proceso de acumulacion,
suma
Lenguajes: natural, algebraico y simbolico
r=3
M = dM
Establecer que la suma de los . “°** fT=°. . L
S . Conceptos: integral definida, funcion
infinitos dM se obtendra . : .
P7 . . .- integrando, extremos de integracion.
haciendo la integral definida o =3
de la dM Procedimientos: My,¢q; = [ _, dM
Argumentos: definicidn y propiedades de la
integral definida.
Lenguajes: natural y simbdlico
Conceptos: cambio total, acumulacion
L r=3 Proposiciones: P9: “49,5m kg representael
P8 Interpretacion de fr=0 aM cambio total acumulado de la masa”

Argumentos: interpretacion de la integral
definida como cambio total

7.5.2.7 Procesos

Conceptualizacion/definicion: en las practicas matematicas se establece que dr
representa una cantidad infinitesimal de radio; dA representa una cantidad infinitesimal de

area; y dM representa una porcion infinitesimal de masa.

Ademas, se plantea que la masa total seré igual al cambio total acumulado, es decir:

r=3
Miotar = f dM
r=0

Algoritmizacidn: se establece la diferencia entre valores muy préximos entre si de la

misma magnitud para el calculo de la diferencial radio y diferencial area, es decir:
dr=r,—1 Yy dA=A(@r+dr) — A(r)

Interpretacion/representacion: en la resolucion se establece que dM es un elemento
genérico que cumple la funcién de ser un representante de las infinitas porciones infinitesimales

de masa.
7.5.2.8 Relaciones
Se plantea que la diferencial area se calcula mediante la siguiente expresion:

dA = 2nrdr
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Cabe destacar que, en esta expresion, que proviene de la funcién area de circulo A(r) =
mr?, su derivada es A'(r) = 2mr, que representa los primeros tres factores de la expresion de

la diferencial area.

En sintesis, trabajando algebraicamente la expresion de dA, se obtiene la funcion

derivada del &rea del circulo respecto del radio:
dA = 2nrdr

dA _ 2nrdr
dr dr

da _
dT'_ nr

dA . . dA
Donde - representa la derivada, es decir: A'(r) = -

También, se establece una relacion entre la integral y la diferencial, donde se considera
a la integral definida como la suma de las infinitas dM para obtener el cambio total o acumulado

de la masa.

r=3
Miotar = j dM
=0

r

Una posible interpretacion de la expresion es dA = 2mrdr es el producto de la longitud
de radio de una circunferencia por la diferencial de radio, como se puede apreciar en la Figura

6.3, aspecto a considerar como una posible resolucion.

7.5.3 Tarea 2. Introduccion al analisis ontosemiético. Primeras preguntas sobre los

objetos matematicos
Consigna
A partir de la resolucion del problema, responde las siguientes preguntas:

1) ¢Que es para ti un concepto matematico? Identifica los conceptos matematicos que

intervienen en la resolucion de la tarea.

2) ¢Qué lenguajes se utiliza en la resolucion de la tarea? (Lenguaje: natural, geométrico,

simbdlico, algebraico, etc) Menciona algunos ejemplos.
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3) ¢Qué es para ti una proposicién matematica? Identifica las proposiciones matematicas

en la resolucion de la tarea.

4) ¢Qué es para ti un procedimiento matematico? Describe los procedimientos

matematicos utilizados en la resolucioén de la tarea.

5) ¢Qué argumentos/explicaciones validan las proposiciones y procedimientos utilizados?

Menciona algunos ejemplos.
6) ¢Qué conceptualizaciones se pueden identificar en la resolucion de la tarea?
7.5.3.1 Analisis a priori de la Tarea 2

Las preguntas de la Tarea 2 tienen la intencion de discutir sobre las concepciones e
interpretaciones que realizan los futuros profesores de matematica sobre los objetos

matematicos que caracterizan y describen los significados de un concepto.

Dos preguntas que orientan la tarea 2 son: ;Qué es un objeto matematico? y ¢ Qué tipos
de objetos intervienen en la actividad matematica? Generando de esta manera un planteo del
tipo ontoldgico donde se estudia la naturaleza y funciones de los objetos matematicos (Godino,
Batanero y Font, 2020)

Para iniciarlos en el analisis epistémico de la actividad matematica, en primer lugar,
resulta necesario comprender los elementos 0 componentes que caracterizan al significado de
un concepto mediante la herramienta tedrica y metodoldgica de la configuracion ontosemiotica
de précticas, objetos y procesos que permite realizar un anélisis microscopico de la actividad
(Godino, 2017).

En esta tarea, se debaten sobre los objetos matematicos primarios, los cuales son:
situaciones-problemas, lenguajes, concepto-definiciones, proposiciones, procedimientos y

argumentos.

Teniendo en cuenta que esta situacidn problema se ha analizado y valorado su idoneidad
didactica en el Capitulo 6, y se ha realizado el analisis ontosemiotico en la seccion 7.4.2 de este
capitulo, aqui solo se expondran las cuestiones mas importantes en relacion con la intencién

didactica de las preguntas.

Pregunta 1. /Qué es para ti un concepto matematico? Identifica los conceptos

matematicos que intervienen en la resolucion de la tarea.
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Con esta pregunta se espera generar la discusion sobre la concepcion que tienen los
futuros profesores de matematica sobre un concepto. Teniendo en cuenta las dualidades, una
de ellas es el sistema dual unitario-sistémico, de esta manera un concepto puede estudiarse
desde una perspectiva unitaria, donde se asocia a cada concepto con su definicién. Pero, desde
la perspectiva del EOS, un concepto también se los puede estudiar desde una perspectiva
sistémica, donde un concepto se describe y caracteriza por un conjunto de elementos,
denominados objetos matematicos que se diferencian segun su naturaleza y funcion (ver Figura
7.8).

Entonces un concepto no se reduce a una definicidn, sino que se caracteriza por un
sistema de précticas matematicas, los objetos matematicos (situacién problema, lenguajes,
concepto-definicion, proposiciones, procedimientos y argumentos) y los procesos que

intervienen y emergen de las practicas (Burgos y Godino, 2020; Godino, 2017).

Figura 7.8

Significado de un concepto desde la perspectiva del EOS

Significado de un concepto

Concepto

Definicion

Perspectiva unitaria Perspectiva sistémica

Fuente: adaptado de Godino (2017)
Algunos conceptos que se esperan que surjan de la resolucion de la tarea son:

Geométricos: circulo, radio, punto, centro, distancia, superficie, area, anillos o coronas

circulares concéntricos, ancho de un anillo;
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Magnitudes fisicas: densidad, masa, masa total, densidad superficial, unidades de

longitud (metros), unidad de masa (kg /m?));
Aritméticos: valores, diferencia de valores, producto, cantidad, suma;

Algebraicos - funcionales: funcion, variacion, relacion de dependencia entre la

densidad y el radio, constante;

Calculo: infinito, infinitesimal, diferencial, diferencial radio, diferencial area,
diferencial masa, integral definida, funcion integrando, extremos de integracion, cambio total,

acumulacion.

Pregunta 2. ;Qué lenguajes se utiliza en la resolucién de la tarea? (Lenguaje: natural,

geomeétrico, simbolico, algebraico, etc) Menciona algunos ejemplos.

Desde la perspectiva del EOS, existen diferentes tipos de lenguajes que se emplean en
la resolucién de una actividad matematica, estos tipos de lenguaje dependen de su naturaleza y
tienen la funcion de comunicar algo. Es por ello, que los lenguajes pueden ser: términos,

expresiones, notaciones, graficos en sus diversos registros (escrito, oral, gestual, etc.).

En la resolucion de la tarea se observa el uso de una diversidad de tipos de lenguajes,

COmo Se muestra a continuacion:

Lenguaje natural: infinitos, muy pequefio, infinitesimal, porcion infinitesimal,

diferencia, diferencial, diferencial area, area infinitesimal

Lenguaje geométrico: como se ha mostrado en las Figura 6.2 y Figura 6.3 del Capitulo

6, seccion 6.4.1.2 y en la resolucion 5 de este capitulo.

Lenguaje algebraico — simbdlico: r, dr, Ar+dr, dA=2nrdr, dM, or, dMn, Mytq; =

Pregunta 3. ¢ Qué es para ti una proposicion matematica? Identifica las proposiciones

matematicas en la resolucion de la tarea

Una proposicién matematica, se considera desde el EOS que una proposicion cumple
la funcién de enunciacion, es decir, es una afirmacion que relaciona y/o establece relaciones
entre los conceptos-definiciones para obtener nuevas proposiciones como propiedades,

teoremas del concepto en estudio.
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Algunas proposiciones (Pp) surgen de la resolucion del problema de calculo de la masa

son:
Ppl: “la masa se distribuye de tal manera que la densidad en todo punto es
o(r) =10 —r? (kg/m?)”
Pp2: “la densidad de masa dependiendo de radio”
Pp3: “r puede tomar cualquier valor entre 0 y 3”
Pp4: “se forman infinitos anillos concéntricos de radio muy pequeio”
Pp5: “dr representa una cantidad infinitesimal de radio”
Pp6: “dA representa un &rea infinitesimal de radio infinitesimal”
Pp7: “densidad constante en cada anillo infinitesimal”,
Pp8: “dM representa una porcidn infinitesimal de masa”
Pp9: “49,5m kg representa el cambio total acumulado de la masa”

Pregunta 4. ¢(Qué es para ti un procedimiento matematico? Describe los

procedimientos matematicos utilizados en la resolucién de la tarea

Un procedimiento matematico, se asocia a algoritmos, operaciones, técnicas de calculo

que cumplen la funcién la descripcion para la obtencion de los resultados.
En la resolucidon de la tarea, se describen los siguientes procedimientos (Pc):
Pcl: tomar distancias de r cada vez mas pequefias.

Pcl2: dr=r2-rl, dr se calcula haciendo la diferencia entre dos valores muy proximos

entre si.
Pc3: dA=Ar+dr—A(r), dA se calcula haciendo la diferencia de areas. dA=2nrdr
Pc4: dM=ordA

Pc5: Mtotal=dM1+---dMn, con n tendiendo al infinito.

Pcl: Mypees = [/ dM

r=0

Pregunta 5. ¢Que argumentos/explicaciones validan las proposiciones vy
procedimientos utilizados? Menciona algunos ejemplos.
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Los argumentos son enunciados que cumplen la funcién de justificar las proposiciones

y procedimiento deductivos o de otro tipo que se emplean en la resolucion de una actividad.
A continuacion, presentamos algunos argumentos (A) de la resolucion de la tarea
Al: definicién del diferencial como una cantidad infinitesimal;
A2: Uso del término infinitesimal para referirse a una cantidad muy pequefia
AZ3: calculo de area un circulo y corona circular.
A4: definicion de masa
Ab: proceso de acumulacion, suma
AG6: definicion y propiedades de la integral definida.
AT: interpretacion de la integral definida como cambio total

Pregunta 6. ¢;Qué conceptualizaciones se pueden identificar en la resolucién de la

tarea?

En el anélisis de la actividad matematica, es posible describir y caracterizar los procesos
matematicos que emergen e intervienen en los sistemas de practicas matematicas, las cuales
cumplen diversas funciones, algunos procesos tienen la intencion de conceptualizar o
establecer una definicion sobre un objeto, otros procesos establecen las técnicas de calculo o

procedimientos, y otros plantan las representaciones del objeto matematico.

En la seccion 7.4.2.7, del presente capitulo, se han mencionado algunos procesos que

intervienen y emergen de la resolucion de la Tarea 1.

7.5.4 Tarea 3. Andlisis de una resolucion de un estudiante del problema célculo de la

masa
Consignas

Analiza la resolucion del problema de calculo de la masa y responde a las siguientes

preguntas.
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Figura 7.9
Resolucion del problema de calculo de la masa por un estudiante
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1) Describe el procedimiento seguido indicando la secuencia de précticas elementales que
se ha realizado para resolver la tarea; afiade las explicaciones necesarias para justificar
las respuestas.

2) Completa la tabla incluida a continuacion en la que se identifican los conocimientos
que se ponen en juego en el enunciado y en cada una de las practicas elementales,

(afiade las filas necesarias):

Secuencia de préacticas Usoe Objetos referidos en las préacticas
matematicas para intencionalidad de  (lenguajes, conceptos, proposiciones,
resolver la tarea las practicas procedimientos y argumentos)
P1
P2
P3
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3) ¢Consideras que el procedimiento es correcto? Argumenta tu respuesta.

4) ¢Qué retroalimentacion harias?

7.5.4.1 Analisis ontosemioético a priori de la Tarea 3

P1

P2

P3

P4

P5
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A continuacidn, se presenta la configuracién cognitiva de la resolucion de la actividad

enla Tabla7.7.

Tabla 7.7

Analisis cognitivo de los objetos primarios de la resolucion del estudiante de la Tarea 3

Secuencia de
practicas
matematicas
para resolver la
tarea

Uso e intencionalidad de
las précticas

Objetos referidos en las practicas
(Ienguajes, conceptos, proposiciones,
procedimientos y argumentos)

Establecer la formula para
P1 calcular la masa conociendo
la densidad y el radio

Lenguajes: natural, algebraico

[M = (10 — r®)mrr?] y simbolico

(M, r,m).

Conceptos: masa, densidad, area, radio,
férmula

Procedimientos: M = (10 — r?)mr?
Argumentos: definicion de densidad
superficial y masa de una superficie.

Reconocer la existencia de
P2 infinitos puntos que puede
tomar el radioentre 0y 3 m

Lenguajes: natural, geométrico,
algebraico

(0 < r < 3), simbodlico (r € R)
Conceptos: circulo, circunferencia,
puntos, circulo como un lugar
geométrico, recta como un lugar
geométrico, densidad de los nimeros
reales, distancia, desigualdad,
relaciones de orden, conjunto de los
nameros reales, relacion de
pertenencia.

Proposiciones: P1: existen infinitos
valores der;
P2.0<r<3;P3reR
Argumentos: circulo y recta como
lugares geométricos, densidad de los
numeros reales

Establecer una relacion de

P3 )
correspondencia entre 10s

Lenguajes: natural, geométrico y
funcional
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diferentes valores de radio y
su respectiva masa.
Interpretar que los valores de
masa corresponden a los
puntos de la circunferencia
de radio que se esta
considerando

Conceptos: formula de la masa,
diferentes valores, funcion, relacion de
correspondencia entre el radio y la
masa

Proposiciones: P4: “visualizar para
valores diferentes de r el calculo de la
masa”, P5: “la masa obtenida por cada
radio reemplazado es Unicamente de la
circunferencia de r tomado”
Procedimientos: Para cada r hay un
valor de masa.

Argumentos: Funcion como una
relacion de correspondencia

Establecer que la masa total
se obtiene haciendo la suma

Lenguajes: natural

Conceptos: suma, sumatoria, masa
total.

Proposiciones: P6: “sumar cada esas

P4
de todas las masas de cada  masas para hallar la masa total”
radio Procedimientos: sumatoria de todas las
masas es igual a masa total.
Argumentos: definicion de sumatoria
Lenguajes: aritmético, algebraico
(10 — r2), simbdlico (---) y gréafico
L : tabla de valores
Visualizar por medio de una ( S ) .,
. Conceptos: variacion de las
tabla que para cada radio hay : 9
; magnitudes, relacion de
un correspondiente valor de . .
. . correspondencia entre el radio y
densidad, &rea y masa . L
P5 ) . densidad, entre el radio y area, y entre
Generalizar las expresiones . .
; ) densidad, area y masa.
Involucradas en el calculo Procedimientos: Densidad = 10 — r?
del radio, densidad, areay |, 5 BN
area = nr?, Masa = (10 — r®)nr
masa 3 .
Argumentos: formula de calculo de la
masa y el area, definicion de funcién
como correspondencia.
Lenguajes: natural y simbolico (€, R)
Conceptos: relacion de pertenencia,
Establecer que existe aproximacion, exactitud, densidad de
infinitos valores que puede  los nimeros reales.
tomar r. Proposiciones: P7: al sumar las masas
Reconocer que al sumar las  se obtiene una aproximacion de la
P6 masas de todos los valores  masa total; P8: el procedimiento de P6

de r que se consideren se
obtiene una aproximacion y
no el valor exacto de la masa
total

es engorroso”’; P8: sumar las masas no
es exacto

Procedimientos: suma de masas para
aproximar el valor de la masa total
Argumentos: densidad de los niUmeros
reales.

200



Pregunta 3. ¢ Consideras que el procedimiento es correcto? Argumenta tu respuesta.

El procedimiento que se presenta no es correcto porque se esta superponiendo la misma
superficie del circulo al momento de calcular el area para diferentes valores de radio, como se

menciona en la resolucién 3 de la Tarea 1.

A partir del analisis cognitivo realizado se advierte que existen conflictos semidticos, en
este caso particular, conflictos cognitivos que estan en relacion con la consideracion del area
del circulo, ya que menciona el hecho de considerar circunferencias en lugar del circulo, pero
utiliza el area del circulo para obtener la masa, en este sentido, se puede afirmar que el
estudiante no logro superar este conflicto lo que no le permite avanzar en la resolucién del
problema. Para poder avanzar, resulta necesario que emerja de la situacion la consideracion de
un radio infinitesimal, la diferencial radio, lo que permite avanzar de las circunferencias y

circulos a coronas circulares.
Pregunta 4. ;Qué retroalimentacion darias al estudiante?

La retroalimentacion deberia estar enfocada en orientar al estudiante a identificar el
conflicto semidtico que no le permite avanzar en la resolucion para lograr obtener la mata total,
para ello, es posible emplear recursos retoricos y argumentativos que busquen poner en
discusion las suposiciones detras de la resolucion, de esta manera se invita al estudiante a
emplear nuestras estrategias de resolucion que intenten resolver los problemas en relacion con

la superposicién de areas.

Una de las posibles intervenciones del profesor puede estar orientado a solicitar al
estudiante que realice la representacion grafica de los circulos que se estan considerando y que
los compare, de tal manera que se propicie el uso del lenguaje geométrico para apoyar y
reforzar las argumentaciones como se ha planteado en la Figura 7.3 (Verdn, Giacomone y
Pino-Fan, 2023).

7.5.,5 Tarea 4. Analisis ontosemidtico de una actividad (desplazamiento de un auto)
Situacién problema

Un auto pasa de 8.33 m/s a 33.33 m/s en 9 s con aceleracion constante. Calcular el

desplazamiento durante esos 9 s.
Consignas

1) Resolver la siguiente situacion problema.
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2) Describe el procedimiento seguido indicando la secuencia de practicas
elementales que has realizado para resolver la tarea; afiade las explicaciones

necesarias para justificar las respuestas.

3) Completa la tabla incluida a continuacion en la que se identifican los
conocimientos que se ponen en juego en el enunciado y en cada una de las

practicas elementales, (afiade las filas necesarias):

Secuencia de préacticas Usoe Objetos referidos en las practicas
matematicas para intencionalidad de  (lenguajes, conceptos, proposiciones,
resolver la tarea las préacticas procedimientos y argumentos)
P1
P2
P3

4) ¢Qué significado parcial del diferencial se puede relacionar con la tarea?

Argumente su respuesta
Posibles resoluciones

En esta seccion se presentan las posibles resoluciones y sus potenciales conflictos

epistémicos a las consignas 1y 2 de la Tarea 4.
7.5.6 Resolucion 1
Practicas matematicas

P1. Lectura e interpretacion de la situacion-problema. Se considera un auto que cambia

de una velocidad inicial v; = 8,33m/s a una velocidad final vy = 33,33 m/s en 9s con
aceleracion constante. Se pide determinar el desplazamiento del auto durante los 9s.
P2. Se considera la formula para calcular la velocidad promedio o velocidad media, que

se obtiene mediante el cociente entre el incremento del espacio o desplazamiento Ae vy el

incremento del tiempo At:

_Ae

Y

Se despeja Ae de la ecuacion y se obtiene que Ae = v - At

P3. Se obtiene el desplazamiento o el incremento del desplazamiento haciendo el

producto de la velocidad promedio por el incremento del tiempo, para ello se reemplazan los

202



valores considerando que la velocidad promedio coincide con la velocidad final v = vy =

33,33m/s y At = 9s en la ecuacion Ae = v - At, obteniendo:

Ae = 33,33? 95 = 299,97m

P4. 299,97m representa el desplazamiento del auto en los 9s.
7.5.6.1 Potencial conflicto epistémico 1

La resolucién es incorrecta porque se genera un conflicto en la consideracion de la
velocidad promedio. Al plantar que la velocidad media coincide con la velocidad final se esta
suponiendo implicitamente que la velocidad del auto es constante durante los 9s y que la

aceleracion es nula, dejando de lado la velocidad inicial y que la aceleracion es constante.
7.5.7 Resolucion 2

P1. Se repite.

P2. Se repite.

P3. Se obtiene el desplazamiento haciendo el producto de la velocidad promedio por el
incremento del tiempo. Pero se considera el incremento de la velocidad haciendo la diferencia

de las velocidades dadas como:
Av = v —v; =33,33m/s —833m/s =25m/s
P4. Se reemplazan los valores en la ecuacion Ae = v - At y resulta:
Ae = 257 - 95 = 225m
P4. 225m representa el desplazamiento del auto en los 9s.
7.5.7.1 Potencial conflicto epistémico 2

La resolucidn es incorrecta porque se genera un conflicto en la consideracion de la
velocidad promedio, en este caso al plantear que la velocidad media es igual al incremento de
la velocidad en los 9s, es decir que, con el producto se esta considerando que la velocidad del
auto aumenta 25 m/s por cada segundo, lo cual no es posible ya que la velocidad final del auto
es de 33,33 m/s.

75.8 Resolucion 3
P1. Se repite.

P2. Se repite.
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P3. Se obtiene el desplazamiento o el incremento del desplazamiento haciendo el
producto de la velocidad promedio por el incremento del tiempo, para ello se reemplazan los
valores considerando que la velocidad promedio coincide con la velocidad inicial v = v; =

8,33m/sy At = 9s en la ecuacién Ae = v - At, obteniendo:
Ae = 833295 = 74,97m

P4. 74,97m representa el desplazamiento del auto en los 9s.
7.5.8.1 Potencial conflicto epistémico 3

La resolucién es incorrecta porque se genera un conflicto en la consideracion de la
velocidad promedio, en este caso al considerar que la velocidad media coincide con la
velocidad inicial se esta suponiendo que la velocidad del auto es constante durante los 9s y que

la aceleracion es nula, dejando de lado la velocidad final y que la aceleracion es constante.
7.5.9 Resolucién 4

P1. Se repite.

P2. Se repite.

P3. Se considera que la velocidad del auto cambia segun su aceleracion, por lo tanto,
se procede a calcular la aceleracién media o promedio reemplazando la velocidad inicial v; =

8,33m/s, velocidad final v, = 33,33 m/s y el tiempo de 9s en la ecuacion

Av Uf —V;
a=—=
At tp— ¢
Obteniendo:
33,33m/s —8,33m/s 25m/s
a= / / = / =~ 2,78 m/s?

9s 9s

Donde 2,78 m/s? se interpreta que por cada segundo aumenta 2,78 m/s la velocidad
del auto.

P4. Como la velocidad cambia cada segundo por la aceleracion, se arma la siguiente
tabla (Tabla 7.8) para calcular el desplazamiento del auto en cada intervalo de 1s de tiempo

mediante la ecuacién Ae = v - At.
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Tabla 7.8

Calculo de los desplazamientos en intervalos de tiempo de 1s

'I&e)r?f]o At [s] v [m/s] Ae = v - At [m]
[0,1) 1s 8,33m/s 8,33m/s-1s = 8,33m
11,11m/s - 1s
[1,2) 1s 8,33m/s +2,78m/s =11,11m/s —11.11m
2,3) 1s 11,11m/s 13,89 m/s - 1s
’ +2,78m/s =13,89m/s =13,89m
[3,4) 1s 13,89 m/s 16,67m/s - 1s
’ +2,78m/s = 16,67m/s =16,67m
[4,5) 1s 16,67 m/s 19,45m/s - 1s
’ +2,78m/s = 19,45m/s =19,45m
[5,6) 1s 19,45m/s 22,23m/s - 1s
’ +2,78m/s = 22,23 m/s = 22,23m
6,7) 1s 22,23m/s 25,01m/s - 1s
’ +2,78m/s = 25,01m/s = 25,01m
(7.8) 1s 25,01m/s 27,79 m/s - 1s
’ +2,78m/s = 27,79 m/s =27,79m
8,9) 1s 27,79m/s 30,57m/s - 1s
’ +2,78m/s = 30,57m/s =30,57m

Aclaracion: en cada intervalo de tiempo se toma como velocidad promedio la velocidad

inicial del intervalo. Pero es posible realizar el mismo procedimiento considerando la velocidad

final.

P5. Se suman los valores de los desplazamientos Ae de cada intervalo de tiempo para

obtener el valor aproximado del desplazamiento total del auto.

Aeiorq = Ae(0) + Ae(1) + Ae(2) + Ae(3) + Ae(4) + Ae(5) + Ae(6) + Ae(7) + Ae(8)
=8,33m+11,11m + 13,89m + 16,67m + 19,45m + 22,23m + 25,01m
+27,79m + 30,57m = 175,05m

P6. 175,05m representa el desplazamiento total del auto en los 9s.

7.5.9.1 Potencial conflicto epistémico 4

La resolucion es incorrecta porque se genera un conflicto semiético en la consideracion

de la velocidad promedio en cada intervalo de tiempo, ya que se esta suponiendo que la

velocidad es constante en cada intervalo de 1s de tiempo, es decir, el aumento de la velocidad,

producto de la aceleracion, se produce en el tiempo final del intervalo considerado. Ademas,

se esta suponiendo que la velocidad promedio en cada intervalo coincide con la velocidad

inicial.
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7.5.10 Resolucién 5
P1. Se repite.
P2. Se repite.

P3. Se considera que la velocidad del auto cambia segun su aceleracion, por lo tanto,
se procede a calcular la aceleracion media o promedio reemplazando la velocidad inicial v; =
8,33 m/s, velocidad final vy = 33,33 m/s y el tiempo de 9s en la ecuacion

_Av vy
Attt

a

Obteniendo:

_3333m/s—833m/s 25m/s

~ 278 2
Os 9s 78m/s

a

Donde 2,78 m/s? se interpreta que por cada segundo aumenta 2,78 m/s la velocidad

del auto.

P4. Considerando que la velocidad cambia en cada intervalo de tiempo, se divide por

. 2,78m/s?
dos al valor de la aceleracion para obtener gz ;”/S =1,39m/s? cuyo resultado se

interpreta que la velocidad aumenta 1,39 m/s en cada medio segundo (0,5s).

P5. Como la velocidad cambia en cada medio segundo por la aceleracion, se arma la
siguiente Tabla 7.9 para calcular el desplazamiento del auto en cada intervalo de 0,5s de tiempo

mediante la ecuacién Ae = v - At.

Tabla 7.9

Calculo de los desplazamientos con intervalos de intervalos de tiempo de 0,5s

Tiempo (t) [s] At [s] v[m/s] Ae = v - At [m]
(0; 0,5] 0,5s 8,33m/s+ 1,39m/s =9,72m/s 9,72m/s - 0,55 = 4,86m
(0,5; 1] 0,5s 9,72m/s +1,39m/s =11,11m/s 11,11m/s - 0,5s = 5,555m
(1; 1,5] 0,5s 11,11m/s +1,39m/s =12,5m/s 12,5m/s - 0,55 = 6,25m
(1,5; 2] 0,5s 12,5m/s +1,39m/s =13,89m/s 13,89 m/s - 0,55 = 6,945m
(2; 2,5] 0,5s 13,89 m/s + 1,39 m/s =15,28m/s 15,28 m/s - 0,55 = 7,64m
(2,5; 3] 0,5s 15,28m/s + 1,39 m/s =16,67m/s 16,67 m/s - 0,5s = 8,335m
(3; 3,5] 0,5s 16,67m/s + 1,39 m/s =18,06 m/s 18,06 m/s - 0,55 = 9,03m
(3,5; 4] 0,5s 18,06 m/s + 1,39 m/s =19,45m/s 19,45m/s - 0,5s = 9,725m
(4; 4,5] 0,5s 19,45m/s + 1,39 m/s =20,84m/s 20,84m/s - 0,55 = 10,42m
(4,5; 5] 0,5s 20,84m/s + 1,39m/s =22,23m/s 22,23m/s-0,5s = 11,115m
(5; 5,5] 0,5s 22,23m/s + 1,39 m/s =23,62m/s 23,62m/s-0,5s = 11,81m
(5,5; 6] 0,5s 23,62m/s +1,39m/s =25,01m/s 2501m/s-0,5s = 12,505m
(6; 6,5] 0,5s 25,01m/s +1,39m/s =26,4m/s 26,4m/s-0,5s = 13,2m
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(6,5; 7] 0,5s 264m/s+1,39m/s =27,79m/s  27,79m/s-0,5s = 13,895m

(7; 3,5] 0,5s 27,79m/s + 1,39 m/s =29,18m/s 29,18 m/s - 0,55 = 14,59m
(7,5; 8] 0,5s 29,18m/s +1,39m/s = 30,57m/s 30,57m/s-0,5s = 15,285m
(8; 3,5] 0,5s 30,57m/s+1,39m/s =3196m/s 31,96m/s-0,5s = 15,98m
(8,5; 9] 0,5s 31,96 m/s +1,39m/s =33,35m/s 33,35m/s-0,5s = 16,675m

Aclaracion: en cada intervalo de tiempo se toma como velocidad promedio la velocidad
final del intervalo. Pero es posible realizar el mismo procedimiento considerando la velocidad
inicial.

P5. Se suman los valores de los desplazamientos Ae de cada intervalo de tiempo para

obtener el valor aproximado del desplazamiento total del auto.
Aeiorar = Ae(0,5) + Ae(1) + -+ + Ae(9) = 193,815m
P6. 193,815m representa el desplazamiento total del auto en los 9s.
7.5.10.1 Potencial conflicto epistémico 5

La resolucion es incorrecta porque se genera un conflicto semidtico en la consideracion
de la velocidad promedio en cada intervalo de tiempo, ya que se esta suponiendo que la
velocidad es constante en cada intervalo de 0,5s de tiempo, es decir, el aumento de la velocidad,
producto de la aceleracion, se produce en el tiempo final del intervalo considerado. Ademas,

se esta suponiendo que la velocidad promedio en cada intervalo coincide con la velocidad final.

Resulta importante destacar que, si se considera la velocidad final como velocidad
promedio, como en la resolucién 5, se obtiene un resultado por exceso; en cambio, si se
considera la velocidad promedio como la inicial, se obtiene un resultado por defecto, es decir
inferior al exacto. Estas consideraciones estan en estrecha relacion con el significado de

acumulacion de la integral (Burgos, Bueno et al., 2021; Bueno et al., 2022; Jones y Ely, 2023).

Otro potencial conflicto que puede surgir en la resolucion tiene que ver con la

interpretacion de la practica matematica 4 (P4) porque al dividir por dos el valor de la

. . . 2,78m/s? .
aceleracion se obtiene que la aceleracion es % = Tm/s = 1,39 m/s? donde se interpreta que,

por cada medio segundo, la velocidad del auto aumenta en 1,39 m/s. Esta interpretacion puede
resultar conflictiva en la lectura de las unidades de medida de la aceleracién m/s? ya que se
puede considerar que velocidad del auto aumenta en 1,39 m/s en cada segundo, lo que seria

incorrecto en el contexto de la situacion-problema.
7.5.11 Resolucion 6

P1. Se repite.
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P2. Se repite.

P3. Se considera que la velocidad del auto cambia segun su aceleracion, por lo tanto,
se procede a calcular la aceleracion media o promedio reemplazando la velocidad inicial v; =
8,33 m/s, velocidad final v, = 33,33 m/s y el tiempo de 9s en la ecuacion

_Av vy
At -t

a

Obteniendo:

3333 m/s — 8,33 m/s 25 m/s

=2 2
95 95 ,78m/s

a

Donde 2,78 m/s? se interpreta que por cada segundo aumenta 2,78 m/s la velocidad

del auto.

P4. Se considera la formula para calcular la aceleracion promedio o aceleracién media,
que se obtiene mediante el cociente entre el incremento de la velocidad Av y el incremento del

tiempo At:

Av v —;

CTar T A

Se despeja vy de la ecuacion y se obtiene:

vy —v; = alt

vy = v; + alt
Donde se reemplaza la aceleracion de a = 2,78 m/s?

La ecuacion vy = v; + 2,78 m/s? - At permite calcular la velocidad final en cada

intervalo de tiempo que se considera teniendo en cuenta que la aceleracion del auto es

constante.

P5. A partir de la ecuacion vy = v; + aAt, se obtiene el valor de la velocidad que se
reemplaza en la ecuacion Ae = vy - At para calcular el desplazamiento del auto en cada
intervalo de tiempo que se considere. Los céalculos se muestran en la Tabla 7.10 considerando

intervalos de tiempo de At = 0,5s
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Tabla 7.10

Calculo de las velocidades y los desplazamientos con intervalos de intervalos de tiempo de

0,5s

-I;ig?f]o At[s] vy =v;+2,78m/s?  At[m/s] Ae =v- At [m]

0; 0,5]  0,5s 8,33m/s + 2'7:8(;’,17/25; /05,55 9,72m/s - 0,55 = 4,86m
2, .

0.5; 1] 0,55 9,72m/s + 2,7:8 ﬁ/151 mo/,is 11,11m/s 0,5:s 5 555m

415 o0ss  1MAIm/s+ 2.:75127,15/::/'50'55 12,5m/s - 0,55 = 6,25m

(15; 2] 0.5s 12,5m/s + 2,7:8 ;r;/;; T-nO/,is 13,89m/s - 0,5:s 6 945m

(2; 2,5] 0,55 1389m/s ¥ 2’:7?;7,12/5 ;/(:55 to2om/s: O'st 7,64m

@53 05 1FBM/sE 2':7%76/75 :r{/(l'ss tooTmls: 0'5=58,335m

3: 35] 0.5s 16,67m/s + 2,:73 g,lo/g:r{/(:SS 18,06 m/s - 0,5259'03m
2, .

35; 4] 0.5s 18,06 m/s + 2,:7? ;7}14/55?/05,55 19,45m/s 0,5;59’725m

(4451 055 1AM/SH 2;72578/‘5 ;nl/os’SS Hopms O'5=S10,42m

(45 5]  05s 20,84m/s + 2’27221 2/38 ;" /(1’55 222,1213:11%; oo

(5; 5,5] 0,5s 223m/s 2;72'2’,,16/28 m'/(l'ss zezm/s: 0'5=S11,81m
2, .

55 6] 0,55 23,62m/s + 2,=7i; ETo/lsm/os,SS 2=5,1021’ Srgé fn 0,5s

665 055  2501m/s+ 2;732%5;/'50'55 26,4m/s - 0,55 = 13,2m

65,7 05s 264m/s +2,78 ;n/ 75(; ,'nO/'is 2:’;;5%3{ o

7: 35] 0,55 27,79m/s + 2,=722; g,zl/g;/os,s.s 29,18 m/s - 0,5=s L450m
2., .

(7.5 8] 0,55 29,18 m/s + 2,272675/5771/(255 ?;0,1557’21%; 0,5s

835 05 30,57 m/s + 2,272 Zz()/g;/(;,SS 31,96m/s - 0,5=s 1598m
2 .

(85; 9] 0.5s 31,96 m/s + 2,272 ;13/55771-/2,55 i3’1365,6n;é:n 0,5s

Aclaracion: en cada intervalo de tiempo se toma como velocidad promedio la velocidad

final del intervalo.
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P5. Se suman los valores de los desplazamientos Ae de cada intervalo de tiempo para

obtener el valor aproximado del desplazamiento total del auto.
Aerorar = Ae(0,5) + Ae(1) + -+ Ae(9) = 193,815m
P6. 193,815m representa el desplazamiento total del auto en los 9s.
7.5.12 Resolucién 7
P1. Se repite.

P2. Se considera la formula para calcular la velocidad promedio o velocidad media, que
se obtiene mediante el cociente entre el incremento del espacio o desplazamiento Ae vy el
incremento del tiempo At:

Ae

U:A—t

Se despeja Ae de la ecuacion y se obtiene que Ae = v - At

P3. Se considera que la velocidad del auto cambia segun su aceleracion, por lo tanto,
se procede a calcular la aceleracion media o promedio reemplazando la velocidad inicial v; =
8,33 m/s, velocidad final vy = 33,33 m/s y el tiempo de 9s en la ecuacion

Av v —;

a=—=
Attt

Obteniendo:

_3333m/s—833m/s 25m/s

=~ 278 2
Os 9s 78m/s

a
Donde 2,78 m/s? se interpreta que por cada segundo aumenta 2,78 m/s la velocidad
del auto.

P4. Se considera la formula para calcular la aceleracion promedio o aceleracion media, que se
obtiene mediante el cociente entre el incremento de la velocidad Av y el incremento del tiempo
At:

AU_Uf—Ui

TN T T At

Se despeja vy de la ecuacion y se obtiene:

v —v; = alt
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vy = v; + alt
Donde se reemplaza la aceleracion de a = 2,78 m/s?

La ecuacion v, = 8,33 m/s + 2,78 m/s? - At permite calcular la velocidad final en

cada intervalo de tiempo que se considera teniendo en cuenta que la aceleracion del auto es

constante.

P5. Se consideran intervalos de tiempo cada vez mas pequefios At — 0, con lo cual la
cantidad de subintervalos de tiempo tiende al infinito, y para calcular el desplazamiento total
surge la necesidad de sumar los infinitos desplazamientos de cada intervalo de tiempo, el cual

se puede expresar mediante sumatoria de la siguiente manera:

€total = §
n=1

P6. Al considerar intervalos de tiempo cada vez méas pequerios, se define un diferencial

II
gM "

tiempo dt como una cantidad infinitesimal de tiempo para calcular el correspondiente

desplazamiento del auto para el tiempo infinitesimal considerado.

P7. Al considerar un dt se produce que la cantidad de subintervalos de tiempo tiende
al infinito y, por lo tanto, en cada subintervalo se determina un desplazamiento infinitesimal
de (diferencial desplazamiento), el cual se calcula mediante la ecuacion que expresa que cada
desplazamiento infinitesimal estard dado por el producto entre la velocidad y la cantidad

infinitesimal de tiempo:
de = vdt

P8. Al definir un dt (diferencial tiempo), se supone que en la velocidad del auto es
constante en un tiempo infinitesimal, con lo cual la velocidad del auto en cada intervalo

infinitesimal de tiempo estara dada por: vy = v; + at

P9. Se reemplaza la ecuacion de la velocidad vy = v; + at en la ecuacion de = vdt

para obtener la expresion de = (8,33 m/s + 2,78 m/s? - t)dt

P10. Sabiendo que la diferencial distancia de nos permite calcular una porcion
infinitesimal de distancia del auto, surge la necesidad de sumar todas las porciones

infinitesimales de distancia, para obtener la distancia total, es decir:

etotal = deq, + de, + des + -+ de,, con n tendiendo al infinito.
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P11. Para sumar todas las porciones infinitesimales de distancia de,, se plantea la

integral definida desde t = 0s hasta t = 9s cuya funcién integrando es de. Es decir:

t=9 t=9
Ctotal = J de = j (8,33m/s + 2,78 m/s? - t)dt =
t=0 t=0

t=9 t=9
= J 8,33m/s-dt + J 2,78m/s?-t-dt =
t=0 t=0
2,78 £=9
[8,33 m/s-t+ Tm/s2 - tz] = 187,56m
t=0

P12. El valor 187,56m representa el cambio total acumulado de la distancia del auto

en un intervalo de tiempo de 9s.

Posible interpretacion geométrica de la ecuacion de = (8,33 m/s + 2,78 m/s? -
t)dt(ver Figura 7.10)

Figura 7.10
Interpretacion geométrica de (de)

35

velocidad (v) (9,33.35)

30
25
20
15

10
(0,8.33)

Area = 187 56 tiempo (1

-2 0 2 4 i} 3 10 12

7.5.13 Analisis ontosemiotico a priori de la Tarea 4

A continuacion, se presenta en el analisis ontosemiotico de la Tarea 4 enla Tabla 7.11

y posibles respuestas la pregunta 4 de la consigna.
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Tabla 7.11

Analisis ontosemidtico de los objetos primarios de la resolucién 5 de la Tarea 4

Secuencia de
practicas
matematicas
para resolver la
tarea

Uso e intencionalidad de
las précticas

Objetos referidos en las practicas
(lenguaje, conceptos, proposiciones,
procedimientos, argumentos)

P1

Interpretacion y
reconocimiento de los datos
de la situacion problema

Lenguajes: natural, simbolico
(m/s; vf) y numérico.

Conceptos: numeros decimales y
enteros, velocidad, tiempo, aceleracion
unidad de medida de la velocidad y del
tiempo (m/s;s), cambio o incremento
de la velocidad y del tiempo,
desplazamiento.

Proposiciones: P1: “la velocidad del
auto pasa de v; =8,33m/s a vy =
33,33 m/s en 9s”; P2: “la aceleracion
del auto es constante”

P2

Establecer una expresion
para calcular Ae la distancia
0 desplazamiento del auto
en funcién de la velocidad y
el tiempo

Lenguajes: natural, simboélico (Ae, At),
algebraico (Ae = v - At)

Conceptos: (...), ecuacién, incremento,
velocidad promedio, cociente o razén,
funcién como correspondencia
Proposiciones: P3: Ae = v - At
Argumentos: formula para calcular la

: : A
velocidad promedio v = A—i

P3

Calcular el valor de la
aceleracion constante del
auto.

Lenguajes: natural, simbolico
(a,m/s?), numérico.
Conceptos: (...), aceleracion media o
promedio, aceleraciébn  constante,
variacion de la velocidad, incremento
de la velocidad.
Proposiciones: P4: “la velocidad del
auto cambia segun su aceleracion”; P4:
“2,78 m/s? se interpreta que por cada
segundo aumenta 2,78m/s la
velocidad del auto”
Argumentos: Definicion de aceleracion
como variacion o razén de cambio de la
velocidad en un intervalo de tiempo;
formula para calcular la aceleracion
Av _ Yl

promedio a = — = vy

P4

Establecer una expresion
para calcular la velocidad
final teniendo en cuenta la

Lenguajes: natural, simbolico,
algebraico.
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aceleracion constante y la
velocidad inicial

Conceptos: relacion entre la aceleracién
y la velocidad, funcion como
correspondencia.

Proposiciones: P5: “vy = 8,33m/s +
2,78 m/s? - At”

Procedimientos: La ecuacion vy =
8,33m/s + 2,78m/s?- At  permite
calcular la wvelocidad final en cada
intervalo de tiempo que se considera
teniendo en cuenta que la aceleracion
del auto es constante.

Argumentos: Definicion de aceleracion
como variacién o razén de cambio de la
velocidad en un intervalo de tiempo.

PS5

Plantear que al considerar
intervalos de tiempo cada
vez mas pequefios se
obtiene una mejor
aproximacion del
desplazamiento total del
auto.
Establecer que la distancia
total se obtiene a partir de
sumar los infinitos
desplazamiento en cada
intervalo de tiempo

Lenguajes: (...), simbdlico
XtZ8vAt; At > 0)
Conceptos: ..., intervalos,

subintervalos, aproximacion, tendencia,
infinito, suma, sumatoria funcion de
acumulacion (Burgos, Bueno et al.,
2022)

Proposiciones: P6: “Cuando At — 0, la
cantidad de subintervalos tiende al
infinito”; P7: “en cada subintervalo de
tiempo el auto recorre una distancia”;
PS: “la  distancia  total  sera
aproximadamente igual a la suma de las
infinitas distancias de los infinitos
subintervalos de tiempo™
Procedimientos: Para calcula la
distancia total hay que sumar las
infinitas distancias

Argumentos: Definicion de particion
de unintervalo. Definicién de sumatoria
como una suma de infinitos términos de
una serie. Funcion de acumulacion para
obtener el cambio total de la distancia

P6

Definir el diferencial tiempo
dt como una cantidad
infinitesimal de tiempo.
Establecer que para cada dt
le corresponde una distancia
recorrida por el auto.

Lenguajes: natural (cada vez mas
pequefio, infinitesimal, diferencial)
simbolico (dt).

Conceptos:  Cantidad infinitesimal,
tiempo infinitesimal diferencial tiempo,
funcion como relacion de
correspondencia (Pino-Fan y Parra-
Urrea, 2019)

Proposiciones: P8: “dt es el diferencial
tiempo”, P9: “dt representa una
cantidad infinitesimal de tiempo”

214



Argumentos: Significado de la funcion
como relacion de correspondencia.

Definir el diferencial
desplazamiento de como
una cantidad infinitesimal

de distancia.

Lenguajes: natural (diferencial,
desplazamiento infinitesimal),
simbdlico (de), algebraico (de = vdt)
Conceptos:  (...), desplazamiento
infinitesimal, diferencial
desplazamiento, funcion como relacion
de correspondencia entre dt y de

Proposiciones: P10: “de es el

P7 Establecer que para cada dt diferencial desplazamiento”, P12: “de
le corresponde un de y que  representa una cantidad infinitesimal de
se calcula mediante la desplazamiento”, P13: “para cada dt le
ecuacion de = vdt corresponde un de”
Procedimientos: de = vdt
Argumentos: Ecuacion lineal.
Significado de la funcion como relacion
de correspondencia
Lenguajes: (...), simbolico-algebraico
(vf = v; + at)
Suponer que la velocidad Concept_qs. (), constante,
del auto es constante en un acelera_cu_)n, _ e |
P8 cada dt y que se calcula Prqualcdlodnels. P14: “en cada dt la
mediante la ecuacion v, = \lge ocldad del auto es constante
rocedimientos: vy = v; + at
vitat Argumentos: Ecuacion de la velocidad
final en funcion del tiempo con
aceleracion constante vy = v; + at
Lenguajes: (...)
Conceptos: (...)
Obtener una ecuacion para Propqsiciones: P15: “la ecuaci()_n de d_e
Pg de en funcién del tiempo y permite calcular  la dlstan(_:la
el dt |_nf|n|te3|mal_ del auto en cualquier
tiempo considerando un dt”
Procedimientos: de = (8,33 m/s +
2,78 m/s? - t)dt
Lenguajes: (...), simbdlico (de,,)
Conceptos: (...), suma, distancia total.
. . Proposiciones: P16: “la distancia total
Establecer que la distancia . P "
. . serd igual a la suma de las infinitas de
total se obtiene a partir de la Procedimientos: e — de. + de +
P10 suma de las infinitas d e - “total ; dl d 2 |
porciones infinitesimales de  %¢3 " den, €ON n tendiendo a
distancia infinito. )
Argumentos: Suma como un proceso
de acumulacion (idea de la integral
Bueno, Burgos...)
Establecer que lasumade Lenguajes: natural, algebraico 'y
P11 - R t=9
los infinitos de se obtendra  simbdlico e;;q; = ft=0 de
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haciendo la integral definida Conceptos: (...), integral definida como
de lade funcion de cambio total, funcién

integrando, extremos de integracion.
Procedimientos: e;prq; = fttz_og de
Argumentos: Significado de la integral
definida como funcién de acumulacion
0 cambio total (Burgos, Bueno et al.,
2021), propiedades de la integral
definida, Regla de Barrow.
Lenguajes: (...).
Conceptos:  (...), cambio total,

. acumulacion
|nterpretaC|On del resultado Proposiciones' P17: “187 56m
P12 . t=9 S ) ’
de la integral | oo de representa el cambio total acumulado de
la distancia”

Argumentos: interpretacion de la
integral definida como cambio total

Pregunta 4: ¢ Qué significado parcial del diferencial se puede relacionar con la tarea?

Argumente su respuesta

Teniendo en cuenta las practicas, objetos y procesos implicados en el analisis
ontosemiotico que se ha realizado, es posible afirmar que en el sistema de practicas
matematicas interviene y emerge objetos asociados al significado parcial de la Diferencial de
Leibniz (Verdon y Giacomone, 2021). Esto se debe, principalmente al proceso de
conceptualizacidn de la diferencial como un cambio infinitesimal o infinitamente pequefio, que
en el caso particular de la situacion problema, se establece la diferencial desplazamiento de y
la diferencial tiempo dt. Ademas, se observa en el analisis que intervienen proposiciones y
procedimientos que se han vinculado al significado parcial de la diferencial en el marco del

analisis de Leibniz, como se ha estudiado en el Capitulo 4, seccién 4.4.1.
7.5.14 Tarea 5. Analisis de una leccién de un libro de texto sobre la diferencial
Consigna

A partir de la siguiente leccién de un libro de texto responde las preguntas:
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Figura 7.11

Fragmento de una leccidn del libro de Calculo de Stewart (2012)

I Diferenciales

Las ideas detrds de las aproximaciones lineales se formulan en ocasiones en la terminolo-

gia y la notacién de diferenciales. Si y = f(x). donde f es una funcién derivable, entonces
Si dx = 0, podemos dividir ambos lados de |a la diferencial dx es una variable independiente; esto es, dx es cualquier nimero real. La
Ecuacion 3 entre dx para obtener diferencial dy es entonces definida en términos de dx mediante la ecuacién

Vo
— = fx)

dy = f'(x)dx

Antes hemos visto ecuaciones similares, pero

ahora &l lado izguierdo pusde interpretarse en

forma genuina como una razén de diferencizles.  Asi que dv es una variable dependiente: depende de los valores de x y dx. 51 a dx se le da
un valor especifico, y x se considera como algiin nimero especifico en el dominio de f,
entonces se determina el valor numérico de dy.

Fuente: Stewart (2012, p. 253)
1) ¢Cual la intencién didactica de la leccion del libro de texto?
2) ¢Qué préacticas matematicas se pueden identificar en la leccion del libro de texto?

3) ¢Qué objetos matematicos intervienen y emergen en las practicas matematicas de la

leccion del libro de texto?
4) ¢Qué procesos intervienen en la leccion del libro de texto?

5) ¢Qué significado parcial del diferencial se pretende trabajar en la leccién del libro de

texto? Argumente su respuesta

6) Destaca entre las practicas, objetos y procesos identificados cuales consideras
potencialmente conflictivos para los estudiantes.

7) Para hacer un analisis de una leccion de un libro de texto, que otros aspectos consideras

que se deberia tener en cuenta
7.5.14.1 Andlisis ontosemidtico a priori de la Tarea 5
Pregunta 1: ¢ Cual la intencion didactica de la leccion del libro de texto?

La principal intencion didactica del autor del libro de texto es presentar y explicar qué
es la diferencial de una funcién. Asimismo, es posible observar que se plantea la discusion con
relacion al conflicto epistémico y cognitivo de la expresion simbolica de la derivada como una
razon de diferenciales, aspecto muy importante para el estudio de la diferencial (Ely, 2021). En
este sentido, es posible afirmar que, en cierto grado, la intencion de la leccion es establecer

relaciones entre la derivada y la diferencial, asi como también con la funcién, ya que define a
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los diferenciales dx y dy como variables independiente y dependiente, respectivamente,

conectadas mediante una relacion funcional expresada por la ecuacion dy = f'(x)dx

Pregunta 2: ¢Qué practicas matematicas se pueden identificar en la leccion del libro

de texto?

Practicas

— P1: La diferencial dx es una variable independiente.

— P2: dx es cualquier nimero real

— P3: Ladiferencial dy se define en términos de dx mediante la ecuacién dy = f'(x)dx

— P4: la diferencial dy es una variable dependiente, depende de los valores de x y dx.

— P5: Si dx # 0 se puede dividir a ambos miembros de la ecuacion dy = f'(x)dx para
obtenerZ—i’ = f'(x)

— P6: El simbolo % se puede interpretar como una razén de diferenciales.

Pregunta 3: ¢(Qué objetos matematicos intervienen y emergen en las practicas

matematicas de la leccidn del libro de texto?
Objetos matematicos

Lenguajes: se destaca el lenguaje simbdlico, algebraico, funcional y uso del término

“diferencial”

Conceptos-definiciones: Derivada, aproximacion lineal, diferencial, numero real,
variable independiente y dependiente, ecuacidn, funcion de dos variables, razon de

diferenciales
Proposiciones: P1, P2, P4y P6

Procedimientos: La ecuacion dy = f'(x)dx relaciona el dy con x y dx. Para obtener

dy/dx hay que dividir a ambos miembros de la ecuacion anterior por dx # 0.

Argumentos: Definicidn de funcion, variables independiente y dependiente. Ecuacion

y la propiedad uniforme de la multiplicacion.

Relaciones
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En la configuracion didactica se observa que se establecen dos relaciones con la
. . . d .
derivada mediante ecuaciones, dy = f'(x)dxy d_i = f'(x), donde la primera corresponde a la

definicion que se presenta para dy, y la segunda corresponde a la representacion de la derivada

como un cociente de diferenciales.

También se plantea que los diferenciales dx y dy son variables, independiente y
dependiente respectivamente, estableciendo a su vez que dy es una variable que depende de los
valores que tome x y dx, con lo cual se esta haciendo referencia a dy como una funcién de dos

variables.
Pregunta 4: ¢ Qué procesos intervienen en la leccion del libro de texto?
Procesos matematicos

Definicion/Conceptualizacion: La leccion del libro de texto tiene por objetivo
conceptualizar varias cuestiones, primero que los diferenciales son variables, el dx es una
variable independiente que puede tomar cualquier nimero real, de esta manera se determina el
dominio. El dy es una variable dependiente que depende de los valores de x y dx, de esta

manera se define como una funcion de dos variables independientes.
El diferencial dx y dy se relacionan por la ecuacion dy = f'(x)dx

Representacién/interpretacion: Se reconoce al diferencial como un concepto
- - - : d
matematico con notacion dx o dy. La representacion de la derivada como d—z = f'(x) ahora es

reconocida como un cociente de diferenciales.

Pregunta 5: ¢ Qué significado parcial del diferencial se pretende trabajar en la leccién
del libro de texto? Argumente su respuesta

Teniendo en cuenta las practicas, objetos y procesos matematicos de la leccion del libro
de texto que se ha identificado en las preguntas anteriores, es posible afirmar que en el sistema
de practicas matematicas interviene y emerge objetos asociados al significado parcial de la
Diferencial de Cauchy (Veron y Giacomone, 2021). Esto se debe, principalmente al proceso
de conceptualizacion de la diferencial como variables y que se relacionan mediante la ecuacion
dy = f'(x)dx. Ademas, se observa en el analisis que intervienen proposiciones Yy
procedimientos que se han vinculado al significado parcial de la diferencial en el marco del
analisis de Cauchy, como se ha estudiado en el Capitulo 4, seccion 4.4.2.
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Pregunta 6: Destaca entre las préacticas, objetos y procesos identificados cuales

consideras potencialmente conflictivos para los estudiantes.
Potenciales conflictos epistémicos y cognitivos

Previamente, en lecciones anteriores del libro de texto se planteaba que una
representacion alternativa de la derivada es el simbolo dy/dx, pero a partir de esta nueva
leccion, esta expresion simbdlica adquiere nuevas interpretaciones; la primera, es que se
considera como una razon de diferenciales; la segunda, es que dx y dy son variables y existe
una relaciéon funcional entre ellos por medio de la ecuacion dy = f'(x)dx. Las nuevas
conceptualizaciones e interpretaciones que presenta el libro de texto sobre el diferencial y sus
relaciones con la derivada pueden generar conflictos epistémicos en relacion a los significados
parciales del diferencial, ya que antes se consideraban como un simbolo alternativo de la

derivada y ahora son variables.

Ademas, se considera que este hecho constituye un potencial conflicto cognitivo ya que
las interpretaciones que realiza el estudiante con relacion al uso del diferencial van cambiando,
ya que en el texto se menciona que ahora se puede considerar como una razén de diferenciales.
De esta manera no queda claro cuando dy/dx es un simbolo para la derivada o una razén de

diferenciales.

Pregunta 7: Para hacer un andlisis de una leccién de un libro de texto, que otros

aspectos consideras que se deberia tener en cuenta

La intencion de esta pregunta es avanzar y profundizar el andlisis y valoracion de la
leccién del libro de texto, teniendo en cuenta los conocimientos previos en relacién con las

facetas epistémica, cognitiva, afectiva, interaccional, mediacional y ecoldgica.
7.6 Descripcion General de la Implementacion y Discusion de los Resultados
7.6.1 Analisis de la implementacion de la Fase 1

La siguiente seccion de divide en dos partes; en la primera, se realiza una breve
descripcidn de las practicas matematicas personales destacando los aspectos mas relevantes
que emergieron en la resolucion de la Tarea 1. En la segunda parte, se identifican y se analizan
los conflicto epistémico-cognitivos y la gestion de las interacciones, por parte del profesor
(doctorando) a modo de reflexionar sobre las competencias profesionales del profesor de

matematica en la clase desarrollada.
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7.6.1.1 Resoluciones de la Tarea 1

Con la implementacion de la Tarea 1 se ha logrado identificar siete resoluciones

diferentes las cuales se describen brevemente a continuacion.
7.6.1.1.1 Resolucion 1

Una de las primeras resoluciones que interviene es la Resolucion 1 que se presentd en
la seccion anterior donde los estudiantes reemplazan en la formula para el calculo de la masa
los datos brindados por el problema. Cabe recordar que por detrds de estas practicas
matematicas personales se esta considerando que el la densidad y la masa son constante en
todos los puntos de la ldmina circular. A modo de ejemplo, se muestra en la Figura 7.12 una

resolucion presentada por un estudiante (E2).

Figura 7.12

Resolucién 1 de la Tarea 1 del E2
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7.6.1.1.2 Resolucién 2

En la siguiente resolucion se identifican tres partes; en la primera, reemplaza en la
férmula para el célculo de la masa (Masa=densidad x area) el radio por 3m en la férmula para
el célculo del area del circulo. De esta manera se aprecia como los estudiantes consideran que
el simbolo “r” (que actlia como variable) en la expresion de la densidad y en el area del circulo
son diferentes. Ademas, como se menciond en la seccion anterior, al realizar este
procedimiento, se estd considerando implicitamente que la masa varia solo en funcion de la
densidad y no del area, ya que ésta Ultima es constante. En consecuencia, se obtiene la ecuacién

gue se muestra en la Figura 7.13.a.
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Figura 7.13

Resolucién de la Tarea 1 del E5

(a) (b) (c)

En la segunda parte, se plantea la sumatoria de 1 a 3 de la expresion obtenida en la
Figura 7.13.a para calcular la masa total de la ldmina (ver Figura 7.13.b). Luego, en la tercera
parte ( Figura 7.13.c) se puede observar que se plantea la integral definida de la expresion

obtenida anteriormente para hallar la masa total.

En las practicas matematicas presentadas en la Figura 7.13.c se observa en la segunda
linea que aparece la diferencial de radio dr, pero solo en la primera integral definida, lo que
nos lleva a reflexionar que teniendo en cuenta que al resolver la integral del primer término, al
ser una constante, el estudiante utiliza la propiedad de la integral de un producto de una
cosntante, pero advierte que no le queda nada o que le falta la expresion del diferencial para
terminar de resolver la integral, por tales motivos consideramos que agrega la expresion dr
solo en la primera integral y no en la segunda. De esta manera, se estd haciendo uso
instrumental de la diferencial y de manera que es necesario para terminar de resolver una
integral, como lo han reportado varias investigaciones (Hu y Rebello, 2013; Lopez-Gay et al,
2015,Verdn y Giacomone, 2021)

7.6.1.1.3 Resolucién 3

Se puede apreciar que luego de reemplazar y operar en la férmula para el célculo de la
masa las expresiones de la densidad y el area, obtiene una ecuacién equivalente para la masa (
Figura 7.14.a). Posteriormente, para obtener la masa total plantea la integral definida de 0 a 3

de la expresion obtenida anteriormente y agregando al diferencial radio dr ( Figura 7.14.b)
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Aplica propiedades y la regla de Barrow para resolver la integral Ilegando al resultado de
130,06.

Figura 7.14

Resolucién de la Tarea 1 del E6
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En la discusion de la resolucion con el grupo clase, se identifica un conflicto epistémico-
cognitivo que proviene de las suposiciones que estan realizando los estudiantes de manera
implicita para calcular la masa total a partir de la integral definida planteada de esta manera,

donde se reconoce que hay superposicion de masas, cuestion que lo expresa claramente la E2
(Figura 7.15).

Figura 7.15

Resolucién de la Tarea 1 del E2
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7.6.1.1.4 Resolucién 4
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Luego de la discusién de la resolucion 3, y ante el desafio de poder calcular la masa
total de la lamina de tal manera que no se superpongan las masas que se estan calculando,
surgié de un grupo de estudiantes utilizar la estrategia denominada “método de la arandela”,
que recuperan de sus conocimientos previos de la asignatura Analisis Matematico 111, donde
avanzan con la consideracion de coronas circulares concéntricas en lugar de trabajar con
circunferencias. Mediante las intervenciones del profesor con el grupo clase, los estudiantes
logran identificar y establecer el diferencial de radio (dr), diferencial area (dA) y diferencial
masa (dM), para luego emplear la integral definida como suma de diferencias para obtener el

cambio total, en este caso, la masa total.

Se logran los procesos de representacion de los diferenciales y la conceptualizacion del
diferencial radio como diferencia entre dos valores de radio muy proximos entre si y que es
una cantidad que tiende a cero (ver Figura 7.16.ay Figura 7.17). Con respecto a la diferencial
area, se establece que su célculo (procedimiento) se realiza mediante la diferencia de areas y
que depende del diferencial radio, como lo escribe el estudiante E6 “4rea de una corona circular
cuyo radio es dr” (Figura 7.16.a y Figura 7.17). La diferencial masa se conceptualiza como “la

masa de una corona circular representativa” (E6) ( Figura 7.16.b).

Figura 7.16
Resolucién de la Tarea 1 del E6
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Figura 7.17

Resolucién de la Tarea 1 del E2

7.6.1.2 Discusiones sobre el abordaje de los conflictos epistémico-cognitivos

En la implementacién han surgido la mayoria de los conflictos que se han advertido en
el andlisis a priori, los cuales se discutieron con los estudiantes para superar los conflictos y
progresar en la resolucion de la situacion problema. Todos los conflictos epistémicos que se
han mencionado surgieron en la sesién de clases, lo que requirié la intervencion didactica del
profesor utilizando recursos retéricos, argumentativos e interrogantes, para resolver | situacion.
Por ejemplo, frente al conflicto epistémico de la superposicién de areas del circulo, el profesor
propone a los FPM realizar las representaciones geométricas de los circulos, uno al lado del
otro, de tal manera que haciendo uso del lenguaje geométrico y visual de los circulos permita
reconocer el conflicto y buscar nuevas estrategias para superarlo, como se puede apreciar en la
Figura 7.18.
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Figura 7.18

Puesta en comun de las producciones de los FPM de la Tarea 1

Emerge un nuevo conflicto epistémico

Luego unos 10 minutos de haber comenzado la implementacion de la Tarea 1, en un
recorrido que realiza el profesor por los grupos para observar sus avances, advierte que varios
FPM tenian dificultades con la interpretacion y lectura de la informacion de la representacion
geométrica de la situacion problema donde se presenta informacion respecto de la lamina
circular y los radios. Frente a esta situacion, el profesor decide poner en discusion con el grupo
clase los inconvenientes y dudas que les impedia avanzar a algunos FPM. Luego una serie de
intercambio de comentarios entre los estudiantes, donde el profesor asumié el rol de orientador

de la discusion, sin imponer su punto de vista, se logro superar la dificultad.

Se recupera este hecho que sucedidé al comienzo de la implementacién de la Tarea 1
porque la representacion geométrica de la situacion problema genera un potencial conflicto
epistémico en algunos FPM que, a simple vista, parece una confusion de los estudiantes, pero
en realidad emerge un nuevo conflicto epistémico asociado a la naturaleza y funcién del radio
que tiene varias causas producto de la complejidad ontoldgica y semiotica que implica la

lectura de la representacién geométrica, cuestion que no se ha anticipado en el analisis a priori.

En primer lugar, en el lenguaje geométrico utilizado en el enunciado de la situacion-
problema, se observa que se indican dos radios (ver Figura 7.2), el radio de la ldmina circular
de 3m y el radio de un punto ‘genérico’ interior donde se muestra la funcion densidad. En
segundo lugar, el radio cumple la funcion de variable para la densidad y para el area, lo que en

un principio no es advertido por los estudiantes, ya que consideran que solo varia la densidad
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0 que cada funcion (densidad y/o area) pueden tomar valores diferentes de radio al mismo

tiempo.

Por tales motivos, se plantea que el potencial conflicto epistémico se encuentra en la
representacion ostensiva e intensiva del radio; para comprender es necesario identificar las
facetas duales que estdn en juego en esta hecho didactico, en este caso particular, la
representacion ostensiva del radio tiene a su vez dos representaciones, una extensiva al indicar
que el radio es de 3m y una intensiva al indicar el elemento genérico que el radio “r” dibujado
con lineas de puntos discontinuas con punto extremo remarcado, es un elemento representante

de todos los posibles radios (elemento genérico).

Si bien, este conflicto epistémico se relaciona con los otros, es uno de los primeros
obstaculos que surge en las resoluciones en algunos FPM y no les permite avanzar en la
resolucion del problema debido a la complejidad ontosemiotica que conlleva la representacion

ostensiva del radio como un elemento genérico e intensivo y su representacion extensiva.

Ademas, resulta importante destacar que superar un conflicto epistémico no es sencillo
e inmediato, ya que se necesitaron diferentes momentos de la clase para volver a discutir con

los FPM sobre la consideracion del radio y sus relaciones con la funcion densidad y area.
7.6.1.3 Reflexiones sobre la gestion de las interacciones

En esta seccion se centra en la valoracion de la idoneidad interaccional de la
implementacion de la Tarea 1. Se considera que un proceso de ensefianza y aprendizaje tendra
mayor idoneidad desde el punto de vista interaccional si las configuraciones y trayectorias
didacticas permiten identificar conflictos semioticos potenciales a priori y resolver los
conflictos que se producen durante el proceso de instruccion. En este sentido, se trata de
estudiar en qué medida la gestion de las configuraciones didacticas permiten la negociacion de
los significados del concepto diferencial. Para ello se estudian los modos de interaccidn entre
docente, estudiantes y entre los mismos estudiantes, los cuales permiten identificar y resolver
potenciales conflictos semioticos, favorecer el aprendizaje autdbnomo y el desarrollo de
competencias comunicativo-argumentativas (Godino, 2013). Este analisis permitira al profesor
valorar que tan adecuada ha sido la gestion de las interacciones en la clase y si ha permitido

resolver las dificultades de los alumnos.
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Para la valoracion de la idoneidad interaccional se emplea una metodologia cualitativa
(McMillan y Schumacher, 2001), basada en la transcripcién de tres fragmentos de dialogos
entre un profesor (doctorando) y dos estudiantes sobre la resolucion de un problema en torno
al estudio de la diferencial de una funcion. Luego se aplica la técnica de anélisis de contenido
(Cohen et al., 2007) a partir de los criterios de idoneidad didactica (Godino, 2013), cuyas
facetas, componentes e indicadores permiten al profesor realizar una reflexion sistemética
sobre la gestidn de las interacciones en la medida que se potencie el aprendizaje, se identifiquen

y resuelvan potenciales conflictos semioticos y se planteen mejoras.

Un proceso de ensefianza y aprendizaje se podra valorar con una alta idoneidad
interaccional en la medida en que las intervenciones y la gestion de las interacciones por parte

del profesor permitan reconocer, potenciar y/o advertir sobre cuestiones como:

— Reconocer los significados parciales personales que manifiestan los estudiantes en
sus discursos y/o resoluciones.

— Potenciar las relaciones entre los objetos matematicos que manifiestan los
estudiantes.

— Adbvertir el surgimiento de potenciales conflictos epistémicos y/o cognitivos.

— Resolver las dudas o conflictos presentados por los estudiantes.

— Generar espacios de discusion del tipo dialdgica y colaborativa entre los estudiantes.

— Favorecer el desarrollo de competencias argumentativas y comunicativas.

— Favorecer la autonomia y el desarrollo progresivo en los aprendizajes de los

estudiantes.

Estos criterios basicos, que dependen de interacciones entre docente-discente y entre
estudiantes, también implican interacciones personales (o bien momentos de estudio en
autonomia) y de evaluacion formativa, dedicada a la observacion del seguimiento cognitivo de
los estudiantes. Estos criterios pueden guiar la reflexion global de los procesos instruccionales
por parte de los profesores para mejorar sus practicas de ensefianza y el aprendizaje de los

estudiantes (Giacomone, Godino, Wilhelmi y Blanco, 2018; Godino et al., 2023).

Teniendo en cuenta estos criterios, a continuacién, recuperamos tres fragmentos de
didlogos del profesor con los estudiantes (E1 y E2) de la clase para analizar el grado de

idoneidad interaccional.

Dialogo 1
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Profesor: Es decir, vos me estas sefialando que el radio va air ...
Estudiante 1: Aumentando.
Profesor: iva a ir aumentando o tiende a cero? o ;,como es el tema?

Estudiante 1: Tiende a cero. Digamos, ... la distancia entre cada punto que tomemos ...
porque, por ejemplo, si tomamos entre 1 y 2, el radio puede variar
muchas veces, 0 sea, en cada punto que hay en este segmento el radio va
a cambiar y va a cambiar el area.

En las interacciones del dialogo analizado, se puede observar como el profesor propicia
la basqueda de explicaciones y la validacion de las interpretaciones de los estudiantes. Las
preguntas que plantea estan disefiadas para hacer que los estudiantes se responsabilicen por la
resolucién del problema y para potenciar sus capacidades comunicativas y argumentativas. De
esta manera, el docente promueve un ambiente de aprendizaje colaborativo donde se les exige
a los estudiantes que justifiqguen sus respuestas y se involucren en la construcciéon de
conocimiento de manera activay reflexiva. En general, la actuacion del profesor en este didlogo
refleja una idonea gestion de las interacciones en términos de promover el pensamiento critico

y la participacion activa de los estudiantes en la construccion de conocimiento matematico.

Por otro lado, las preguntas pretenden poner en discusion con los estudiantes un
potencial conflicto epistémico-cognitivo, ya que reconocer la variacion del radio y su dominio
de definicion (en este caso puede tomar todos los nimeros reales entre 0 y 3) implica un salto
importante en la conceptualizacion, al considerar infinitos valores de radio y, en consecuencia,
infinitas circunferencias concéntricas, como se puede apreciar en la resolucion del estudiante
El en la Figura 7.19.

Figura 7.19
Representacion grafica del E1

Diélogo 2

Estudiante 1: Como que va a ser una circunferencia dentro de esta, otra y otra ...

229



Profesor: iInteresante eso!, ;como seria? ¢cémo seria una circunferencia dentro
de otra?

Estudiante 1: Como coronas.
Profesor: ¢, Cémo?
Estudiante 1: Coronas, una dentro de la otra corona y ahi le vuelvo ...

Profesor: Haber, ¢codmo seria el grafico, mas o menos, de esas coronas que vos
me estas diciendo?

Profesor: Y ahi, ¢donde estaria ese radio que estds mencionado?, ;qué tendia a
cero?

Estudiante 1: O sea, la distancia entre una circunferencia y la otra, no es el radio, no
va a tender a cero el radio, sino que va a tender a cero la distancia entre
el radio de la primera, y el radio de la segunda, digamos que la distancia
entre los dos radios tenderia a cero, no el radio en si.

Nuevamente, las intervenciones del profesor buscan que los estudiantes amplien sus
explicaciones y desarrollen y justifiquen sus afirmaciones. Ademas, se destaca la actuacion del
profesor al motivar a los estudiantes por su resolucién y por incentivar la utilizacion de otras
representaciones (lenguajes), como graficos, para mejorar la comunicacion de las ideas

matematicas de los estudiantes.

La consideracién de coronas circulares concéntricas en lugar de circunferencias implica
un gran salto cualitativo, en el sentido de la complejidad de las practicas, objetos y procesos
que estan interviniendo y emergiendo para buscar una solucién al problema. Este hecho es
didacticamente significativo, ya que implica un cambio importante en la consideracion del
radio, en lugar de trabajar con circunferencias con diferentes radios, se pasa a trabajar con
coronas circulares, cuyo radio esta formado por la diferencia entre dos radios. De esta manera,
surge un nuevo proceso de conceptualizacion que se encuentra en direccion con la
consideracion del diferencial radio como una cantidad infinitamente pequefia que se obtiene

por la diferencia de dos valores muy proximos entre si (Verén y Giacomone, 2021).
Dialogo 3

Profesor: Entonces, la distancia que hay desde este punto hasta esta circunferencia
es el radio, ¢no? (Ver Figura 7.20)
Estudiante 1: Es el radio.

Profesor: Pero la distancia que hay desde el centro hasta la otra circunferencia ...
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Estudiante 1: Es radio mas diferencial radio. (Ver Figura 7.20)

Profesor: Es el radio mas el diferencial radio, entonces teniendo estos dos valores,
ahi podriamos plantear lo que estas diciendo sobre la diferencia de area.

Profesor: Mediante la formula del calculo del area del circulo donde un radio va a
ser r que es el que ya conocemos, pi por radio cuadrado, ¢no?

Estudiante 1: Menos.

Profesor: Yelotroes...

Estudiante 1: r mas diferencial r al cuadrado.
Profesor: iSil

Profesor: Bueno, plantéalo para ver como quedaria. Entonces, la idea es hallar la
expresion del &rea de esa corona circular con estas condiciones.

En las interacciones del tercer dialogo, las intervenciones del profesor contribuyen a
que los estudiantes organicen la informacion y exploren posibles expresiones para calcular la
diferencial area. Para lograr este proceso de conceptualizacion, resulta necesario que los
estudiantes puedan manifestar un conjunto de practicas y objetos matematicos para establecer

a la diferencial area.

Si bien, la gestion del profesor se podria mejorar ya que resulta muy guiada para los
estudiantes, se considera que las decisiones que ha tomado a partir de las practicas personales
de los estudiantes permitieron avanzar hacia la definicion del diferencial area, revolver
potenciales conflictos epistémico-cognitivos y, en consecuencia, continuar con la resolucién

del problema.

Figura 7.20

Representacion gréafica del E1

A modo de conclusion, el analisis muestra que el profesor genera interacciones con el

objetivo de poner en discusion potenciales conflictos epistémico-cognitivos para trabajarlos y
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resolverlos, para seguir avanzado en la comprensién y resolucion del problema. Aun asi, de

acuerdo con Planas y Iranzo (2009)

para tener un mejor conocimiento sobre las condiciones de la comunicacién, seria
necesario un analisis longitudinal que mostrara como se gestionan los conflictos entre
significados, a medida que los participantes comparten mas tiempo en el aula y

aprenden a intercambiar referentes y practicas. (Planas y Iranzo, 2009, p. 210)

Se destaca que la gestion de las intervenciones propicia el desarrollo de competencias
comunicativa-argumentativas por parte de los estudiantes, ya que constantemente se les solicita
que amplien sus explicaciones, empleen otros recursos para mejorar la comunicacion de sus
ideas y puedan emprender caminos de validacion de sus afirmaciones. En este caso, se puede
observar que las intervenciones especificas del profesor tienen un impacto positivo en la
capacidad de los estudiantes para expresar y comunicar las relaciones entre los objetos
matematicos implicados en el problema. La estrategia didactica es dirigir la atencion de los
estudiantes hacia el significado parcial del Diferencial de Leibniz y el concepto de cantidad
infinitesimal; de hecho, las interacciones resultan positivas para generar momentos en los que
emerjan procesos de conceptualizacion que conducen a establecer al diferencial radio como
una cantidad infinitesimal, siendo un aspecto principal para la consolidacion de los distintos

significados de la diferencial (Veron y Giacomone, 2021).

En general, se observa en los tres fragmentos de didlogos que los formatos de
interaccion que predominan son del tipo dialdgico y de trabajo colaborativo. Esta forma de
gestionar las configuraciones didacticas permite que los estudiantes puedan mostrar un
conjunto de préacticas, objetos y procesos personales, generandose de esta manera indicadores
explicitos de la relacién que estan construyendo los estudiantes con los objetos matematicos.
Estos indicadores pueden ser utilizados por el profesor para valorar las relaciones, el proceso,
y oportunamente, tomar decisiones en relacién con las intervenciones para mejorar el proceso

de ensefianza y aprendizaje.

Si bien en este trabajo se han recuperado solo tres fragmentos de didlogo para valorar
su idoneidad interaccional, consideramos que es necesario proponer este tipo de actividades en
la formacidn de profesores de matematicas con consignas que propicien la reflexion sobre la

gestidn de las interacciones, siendo una competencia profesional del profesor.
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A modo de sintesis de la fase 1, se ha logrado reconocer los conocimientos de los FPM
en relacion con la diferencial, propiciando espacios de discusion en relacion con los conflictos
epistémicos y cognitivos que han surgido en la implementacion de la Tarea 1. A partir de la
socializacion y discusion de las resoluciones propuestas por los FPM se ha logrado definir y
utilizar la diferencial para modelizar la situacion y establecer una solucion para la situacion

planteada.
7.6.2 Analisis de la implementacion de la Fase 2

En este trabajo de investigacion centramos nuestra atencion en la evaluacion de los
conocimientos y competencias de los FPM en el andlisis epistémico de una situacion-problema
en la que interviene el diferencial de una funcion, para ello se analizan las respuestas de los
FPM de la Tarea 2 y las discusiones generadas ha permito establecer conclusiones sobre los

logros alcanzados.

En relacién con la primera pregunta, se pueden observar respuestas vinculadas a una
visién sobre las matematicas como un producto terminado (Figura 7.21), generando un
conflicto con la perspectiva antropoldgica y pragmatista de la actividad matematica que postula
el EOS (Giacomone et al., 2016). Otros estudiantes, en cambio, responden desde perspectiva

personal (Figura 7.22).

Figura 7.21
Respuesta del E4 de la Tarea 2
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Respuesta del E2 de la Tarea 2
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Resulta interesante notar el esfuerzo que hacen otros estudiantes para caracterizar los
conceptos matematicos desde la perspectiva sistémica que plantea el EOS, por ejemplo, E8
(Figura 7.23). En cuanto a la identificacion de los conceptos involucrados, la mayoria de las

estudiantes pudo reconocer correctamente varios de los conceptos-definiciones involucradas.
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Figura 7.23
Respuesta del E8 de la Tarea 2
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Los 12 estudiantes han identificado en forma iddnea los diferentes tipos de lenguajes

(natural, geométrico, algebraico y simbolico) implicados en la resolucion.

Respecto a las proposiciones matematicas, la mayoria menciona que una proposicion
es una afirmacién, una idea, un enunciado, una frase que se realiza sobre un concepto
matematico y que puede ser verdadero o falso (ver Figura 7.24). Sin embargo, manifiestan

varias dificultades en la identificacion, de su propia resolucién, de algunas proposiciones.

Figura 7.24
Respuesta pregunta 3 del E10 de la Tarea 2

.
P o . 7 ) . —
{ BYOPI>1 Ca e e /¢ e Con. K2 lUn~e— & oo o

— - T 7 3
10 [t Cc T’_,{(/»,c,-v'-v") Jv\,//( ow«cz/) & -

G

=

\o\ ks c&«(/ .,37f (/(\f{r\ é7 //Lg(’\_/f\_ A~ e A
l ) anee u/ Gi icorawe: ‘[/"‘/"‘7 £ 7”‘”‘/(’1 l
J/é,ﬂw(ﬁ e Tre é/ aréen AN cqf:‘w%f*uacva

o

4/b\n797 7 !/ Mf{(» Oé / 4\/M}[A’W&f\ W‘97/

fvuy,b sy G ~olr //ﬁ 07? /fVM}

En relacion con la pregunta 4, sobre los procedimientos matematicos, la mayoria de los
estudiantes responde que los procedimientos son los pasos, secuencias de tareas o acciones que
se realiza para resolver un problema. Un estudiante (E10) agrega que en los procedimientos se

utiliza el conocimiento matematico para resolver la tarea (Figura 7.25).
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Figura 7.25
Respuesta pregunta 4 del E10 de la Tarea 2
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Respecto a la pregunta 5, la mayoria de los estudiantes logra identificar los argumentos.
Las dificultades detectadas refieren a que algunos confunden las explicaciones que validan las

proposiciones y procedimientos con las descripciones de los pasos realizados.

Por ultimo, se aprecia que la mayoria de los estudiantes no logré comprender la
pregunta 6 ya que cuatro no respondieron, cuatro dieron una respuesta incompleta porque
mencionan al diferencial en forma general y no particularizan sobre qué tipo de diferencial. Por
otro lado, otras dos respuestas evidencian un cierto nivel de conceptualizacion de la diferencial
(ver Figura 7.26), aunque confunden la nocion de argumento con la descripcion de las practicas
(Burgos et al., 2019).

Figura 7.26
Respuesta pregunta 6 del E2 de la Tarea 2
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También la estudiante E10 (Figura 7.25) logra reconocer y conceptualizar el proceso de

algoritmizacién que permite calcular el diferencial radio dr.

Los resultados reflejan imprecisiones en la caracterizacion y descripcion de los
significados parciales del diferencial. No obstante, los conocimientos previos de los
participantes sobre el EOS posibilitaron momentos de discusiones méas ricos respecto a

resultados reportados en investigaciones previas.
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7.6.3 Discusiones de la Tarea 2

En esta fase se ha puesto énfasis en el disefio e implementacidn de una tarea formativa
para desarrollar conocimientos y competencias para el analisis ontosemiotico de futuros
profesores de matematica sobre una situacion problema del diferencial. Los resultados nos
permiten plantear que este tipo de actividades formativas constituyen un desafio para la
formaciéon de profesores de matematica, resultando conflictivo el reconocimiento y la
discriminacion de los tipos de objetos y significados implicados en la resolucion de una tarea

matematica.
7.6.4 Andlisis de la implementacion de la Fase 3
7.6.4.1 Introduccion

En este trabajo de investigacion centramos nuestra atencion principalmente en la
evaluacion de los futuros docentes sobre la competencia de analisis cognitivo, que permite a
los docentes comprender las formas de pensar y reconocer significados personales, conceptos
erréneos, conflictos y errores que surgen del proceso de resolucion de problemas. La

competencia de andlisis cognitivo implica:

— atender las estrategias de solucion de los estudiantes en un problema, analizando si los

procedimientos y argumentos son correctos;
— dividir las resoluciones de los estudiantes en practicas elementales;

— identificar los objetos: lenguajes (natural, icénico, diagramatico, simbolico...),
conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos, que intervienen en esas

practicas (Burgos y Godino, 2022a, p. 351)
En particular, abordamos las siguientes preguntas de investigacion:

— ¢COlmo analizan vy justifican los futuros profesores el grado de correccion de la

resolucion del estudiante al problema que interviene el diferencial de una funcién?

— ¢Qué objetos matematicos (lenguajes, conceptos, propiedades, procedimientos y
argumentos) identifican los futuros profesores en la resolucion propuestas por un
estudiante? (Burgos y Godino, 2022a, p. 351)

A modo de organizacion los resultados obtenidos del analisis de las producciones de
los FPM sobre la resolucion del problema del estudiante, en primer lugar, abordaremos el

reconocimiento (o identificacion) de las practicas matematicas; luego, avanzaremos con el
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reconocimiento de la intencionalidad de tales préacticas; y, por ultimo, se hard foco en la
identificaciéon de los objetos matematicos (lenguajes, concepto-definiciones, proposiciones,

procedimientos y argumentos).
7.6.4.2 Reconocimiento de las practicas matematicas elementales

La descomposicion (o division) de una resolucion en una secuencia de précticas
matematicas elementales resulta pertinente (0 necesario) para emprender un analisis
microscopico de la actividad matematica porque permite identificar hechos didacticos
significativos o bien, momentos claves en los que participan conceptos claves o emergen

conceptos pretendidos.

En el contexto de la presente investigacion, una practica elemental se puede considerar
como didacticamente significativo en la medida en que el futuro profesor pueda advertir el
surgimiento de un potencial conflicto semiotico e identificar el uso de los objetos matematicos

primarios y sus relaciones que le permiten avanzar en la resolucién de la tarea.

Para el andlisis de las producciones de los futuros profesores de matematicas se cuenta
con ocho resoluciones. En ellas, se puede observar que la mayoria dividio en cinco précticas

matematicas la resolucion del estudiante.

La primera préactica (P1) que todos identifican de manera correcta tiene es cuando en la
resolucién se plantea y expresa la formula para calcular la masa que se obtuvo al reemplazar

los datos del problema.

La segunda préactica (P2), es sefialada por los futuros profesores como el segundo
parrafo de la explicacion de la resolucién del estudiante, pero solo tres de los ocho analisis
logran identificar un conflicto emergente que tiene relacion con la consideracion de circulos en
lugar de circunferencias, ya que en la resolucién se dice que se va a trabajar con circulos y no
con circunferencia. Ademas, en la P2 reconocen como el estudiante identifica que el radio

puedo tomar infinitos valores comprendidos entre 0 y 3.

La P3, la mayoria de los estudiantes la relaciona con la tabla, ya que en la resolucion
dice explicitamente que va a establecer una tabla para organizar la informacion y visualizar los
valores de la masa que se van obteniendo al considerar diferentes valores de radio. Pero solo
dos estudiantes advierten que en la resolucion menciona que los valores del radio son de las

circunferencias. Este reconocimiento por parte de los futuros profesores es parcial ya que no
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logran identificar que se ha generado un conflicto cognitivo con la consideracion de las

circunferencias, ya que se produjo una contradiccion en la resolucion.

La P4 es asociada por los futuros profesores con la accion de sumar cada una de las
masas para obtener la masa total. La P5 la relacionan con la tabla y la P6 con la respuesta al
problema o la interpretacion que se realiza en la resolucion de los resultados que obtuvo,
indicando que es una aproximacion y que el resultado no es exacto. A modo de ejemplo, se
muestra en la Figura 7.27 la resolucion del estudiante E5.

Figura 7.27
Desarrollo de la Tarea 3 por E5

Un hecho didactico significativo que surgié de la discusion de la division de la
secuencia de préacticas fue reflexionar si se puede considerar a la tabla, de la resolucién del
estudiante, como parte de P3 0 es una nueva practica.

En general, consideramos que la actividad de reconocer los sistemas de practicas
matematicas de una resolucion de un estudiante es el primer paso para emprender un analisis

cognitivo ya que les permitio a los futuros profesores identificar la secuencia de acciones,
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decisiones e ideas matematicas que van empleando y construyendo el estudiante para resolver
la situacion. Ademas, les permitid realizar un analisis microscépico de las relaciones que se
fueron estableciendo en cada practica, lo que permitio identificar las contradicciones en la

consideracion del circulo y la circunferencia.

De esta manera, se puede afirmar que actividades formativas de este tipo son necesarias
que se implementen en la formacion de profesores de matematica ya que propicia el desarrollo
de competencias profesionales, como por ejemplo reconocer las ideas y/o relaciones
matematicas que proponen los estudiantes, identificar potenciales conflictos cognitivos, errores

o contradicciones que dificultan avanzar con la resolucion.

Ademas, es importante destacar que, para realizar el andlisis cognitivo, los FPM
contaban con la resolucion real de un estudiante, lo que se considera fundamental para
comenzar a identificar practicas, objetos y procesos. En términos de Rodriguez-Nieto et al.,
(2022) plantea como procedimiento metodoldgico para el analisis ontosemidtico comenzar con
una narrativa matematica de la resolucion para luego realizar la descripcion de las practicas
matematicas, y asi avanzar en la identificacion de los objetos matematicos. Estas
consideraciones metodoldgicas también se han tenido en cuenta en diferentes investigaciones
orientadas al desarrollo de competencias profesionales de los profesores de matematicas, como
los estudios de Burgos (2020) y Giacomone (2018). Por tales motivos, se ha considerado incluir
este tipo de actividades formativas para abordar la competencia de analisis cognitivo en los
FPM.

7.6.4.3 Uso e intencionalidad de las practicas matematicas

En relacion con el reconocimiento del uso e intencionalidad de las préacticas
matematicas, podemos afirmar que los futuros profesores no tuvieron inconvenientes para
establecer la intencién de cada practica. Consideramos que esta parte de la actividad se resolvid
correctamente ya que los estudiantes conocian la situacion problema y la resolucién planteada
porque ellos ya habian realizado en la Tarea 2 un primer analisis ontosemioético y la discusion
de las resoluciones del problema con la Tarea 1, por tales motivos, pudieron identificar de

manera correcta los usos e intenciones de cada una de las practicas.
7.6.4.4 Reconocimiento de objetos matematicos

En esta seccion se analizara un aspecto mas de la competencia de analisis cognitivo que

han logrado los FPM en la identificacion de los de los objetos matematicos, como los lenguajes
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(natural, icénico, diagramatico, simbdlico, etc.), conceptos-definiciones, proposiciones,

procedimientos y argumentos, que intervienen en la secuencia de practicas matematicas.

Cabe aclarar que no solo se describiran los objetos matematicos que han logrado
reconocer en el sistema de préacticas de la resolucion del estudiante, sino que se avanzara en
analizar las relaciones que los FPM lograron establecer y/o identificar en relacion con las

funciones y la naturaleza de los objetos matematicos.
7.6.4.4.1 Lenguajes

Con relacion a la identificacion de los lenguajes, se puede apreciar en las resoluciones
de los FPM que han logrado identificar en cada una de las practicas matematicas los lenguajes
involucrados sin inconvenientes, como se puede observar, como ejemplo en las Figuras 7.28 y
7.29.

Teniendo en cuenta que la principal funcién del lenguaje es la comunicacién, a
continuacion, se presentan una sintesis de las principales relaciones y funciones que podemos
advertir en las respuestas de los FPM cuando reconocen los diferentes tipos de lenguajes en
cada una de las practicas:

— Natural (o coloquial): relacionado al discurso escrito, al uso de palabras y términos
para comunicar relaciones y/o ideas matematicas, por ejemplo: “Masa=Densidad

por area” (ver Figura 7.28).

— Simbolico: relacionado al uso de simbolos que representan conceptos-definiciones:
r (radio), M (Masa); relaciones: = (igualdad), e (pertenencia), > < (relaciones de
orden); conjuntos R (nameros reales), = (numero pi), -+ (puntos suspensivos,

representan que el proceso continua y/o avanza hacia una generalizacion)
— Aritmético: relacionado al calculo con nimeros reales.

— Algebraico-Funcional: relacionado a las expresiones algebraicas (10 —r?2) (

Figura 7.29) y ecuaciones M = (10 — r2)nr? (Figura 7.28).

— Grafico-geométrico: relacionado al uso de algunos elementos geométricos como
circulo, radio, circunferencia. Si bien, en la resolucion no se observa explicitamente
ninguna representacion grafica o geométrica, se puede advertir que en la narracion
del estudiante que hace un uso implicito de las representaciones de estos conceptos-

definiciones que se han mencionado.
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— Gréfico-Tabular: relacionado al uso de una tabla para organizar y visualizar los
diferentes valores de masa (ver la intencionalidad de la P5 del E1 en la Figura

7.29).

Figura 7.28
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Parte de la respuesta de la Tarea 3 por E1
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7.6.4.4.2 Conceptos-definiciones

En relacién con los conceptos-definiciones, los FPM no presentaron muchos
inconvenientes para identificar estos conceptos en cada una de las practicas matematicas. Pero
se puede advertir en las respuestas que la mayoria identifica como concepto-definicion
solamente a los objetos que puede reconocer explicitamente en la narracion de la resolucion
del estudiante, algunos no logran identificar los conceptos que se estan usando de manera
implicita. Este hecho se produce ya que, de las ocho respuestas, seis logran identificar al
concepto de funcion o relacion de correspondencia entre el radio y la masa (ver Figura 7.30),

y solo tres respuestas identifican al concepto de variacion (ver Figura 7.30). Estos conceptos
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estan siendo identificados por los FPM en la préactica matematica cinco (P5) donde se construye

la tabla.

Figura 7.30
Parte de la respuesta de la Tarea 3 por E2
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También resulta interesante destacar que solo dos FPM identifican a la aproximacion y
exactitud como conceptos-definiciones que intervienen en la resolucion del estudiante. Estos
conceptos son utilizados por la mayoria de los FPM al momento de identificar la
intencionalidad y/o uso de las Gltimas practicas matematicas de la resolucion del estudiante,
pero no lo reconocen como un concepto que estd cumpliendo una funcion importante en la

resolucidn de la tarea.

La identificacion de los conceptos de funcion, regla de correspondenciay variacion que
actian de manera implicita en la resolucion del estudiante constituye un indicador de que
algunos FPM estan logrando realizar un analisis detallado de las definiciones que esta
utilizando el estudiante ya que no todo esta escrito o narrando en su resolucién. Aqui surge una
dificultad en varios FPM que no lograr identificar los conceptos-definiciones que utilizan los
estudiantes de manera implicita en sus resoluciones, solo reconocen los conceptos que aparecen

de manera explicita.
7.6.4.4.3 Proposiciones

En la secuencia de practicas matematicas las proposiciones cumplen la funcién de
enunciacion, es decir, son afirmaciones que nos permiten estudiar las asociaciones, vinculos
y/o relaciones que se establecen, intervienen o emergen entre los conceptos-definiciones para

construir ideas matematicas que permitan avanzar en la resolucion de la situacion-problema.

En el andlisis a priori de la Tarea 3 se han identificado nueve proposiciones que dan
cuenta de las principales ideas y/o relaciones que construyd el estudiante para resolver la tarea

propuesta. A continuacion, se muestran las proposiciones (Pp):
— Pp1: existen infinitos valores de r;

— Pp2:0<r <3;
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— Pp3:reR
— Pp4: “visualizar para valores diferentes de r el calculo de la masa”

— Pp5: “la masa obtenida por cada radio reemplazado, es Unicamente de la

circunferencia de r tomado”
— Pp6: “sumar cada esas masas para hallar la masa total”
— Pp7: al sumar las masas se obtiene una aproximacion de la masa total
— Pp8: el procedimiento de P6 es engorroso
— Pp9: sumar las masas no es exacto

Si bien la mayoria de los FPM han logrado identificar las proposiciones que van
surgiendo en la resolucion del estudiante, se observa que ninguno ha logrado reconocer los
enunciados de las proposiciones Pp7 y Pp9 donde entra en escena el concepto de aproximacion
y exactitud ya que al sumar las masas de la forma en la que presenta el estudiante no se podra

hallar la masa total exacta, sino que solo se podra aproximar.

El hecho que ningin FPM reconoce las proposiciones Pp7 y Pp9 puede estar
relacionado con la no identificacion de los conceptos de aproximacion y exactitud, como se ha

mencionado en parrafos anteriores en la seccion de conceptos-definiciones.
7.6.4.4.4 Procedimientos

Los procedimientos cumplen la funcion de algorimizacion, es decir, que nos indican las
técnicas de calculo, los algoritmos o las operaciones que se deben realizar para avanzar en la

resolucion de la situacion-problema.

En las respuestas de los FPM se puede observar que la mayoria logra identificar tres
principales procedimientos que intervienen en la resolucion del estudiante; el primero, lo
asocian con el célculo de la masa (ver Figura 7.28); el segundo, plantean que “una masa para
cada radio” (E3, ver Figura 7.31); y, por altimo “sumar las masas” (E3, ver Figura 7.31) o

sumar todas las masas.
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Figura 7.31

Parte del andlisis cognitivo del E3 de la Tarea 3
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Por otro lado, solo un FPM logra reconocer como procedimiento el célculo de la
densidad, area y masa cuando el estudiante realiza la tabla (ver Figura 7.32), aunque hay otro
FPM que solo menciona como procedimiento “armar la tabla” con lo cual no queda claro si se
refiere a los calculos que se realiza en la tabla o a la construccion de la tabla cuya intencién es
visualizar que existen diferentes valores de masa para distintos valores de radio. El resto de los

FPM no identifica este procedimiento en el andlisis cognitivo.

Figura 7.32

Parte del andlisis cognitivo del E8 de la Tarea 3
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7.6.4.4.5 Argumentos

Los argumentos son enunciados y/o razonamientos utilizados, de manera explicita o
implicita, que cumplen la funcién de justificar, validar o explicar las proposiciones y
procedimientos. En general, se puede observar que en los analisis cognitivos realizados por los
FPM; dos no colocan en sus respuestas a los argumentos; cinco comparten la identificacion de
la funcion como correspondencia y la definicion de sumatoria como argumentos; y, uno

confunde con la explicacion y/o descripcion de los hechos.

Solo dos FPM logran identificar como argumentos la definicién de circulo y
circunferencia, pero no aclaran que se deberia considerarlos como lugares geométricos debido

al uso que tienen estos objetos en la resolucion del estudiante.
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Por otro lado, resalta importante destacar que algunos FPM mencionan como
argumentos a la masa, densidad y al area, 0 como las expresan como las definiciones de masa,
densidad y area. Solo dos FPM mencionan a la férmula para el calculo de la masa como
argumento, este hecho es significativo ya que implica un analisis mas profundo hacia la
resolucién del estudiante tratando de reconocer qué papel cumple este argumento en la

resolucion de la tarea dad por el estudiante.

Si bien hay otros argumentos que validan y justifican a las proposiciones y
procedimientos que ha realizado el estudiante, estos no fueron identificados por los FPM, lo
que constituye un indicador de la necesidad de revisar y volver a reflexionar sobre el papel que

cumplen los argumentos en la resolucion de una situacién-problema.
7.6.4.4.6 Respuestas de las preguntas 3y 4

El analisis cognitivo nos permite identificar la red de objetos matematicos que
intervienen en la resolucién de un estudiante, la trama de relaciones que establece el estudiante
al resolver la situacion y potenciales conflictos cognitivos. Estas relaciones determinan la
competencia matematica del estudiante, y se es importante que el profesor pueda realizar este
tipo de estudio. Por tales motivos, la pregunta 3 tiene la intencion de que el FPM pueda valorar
la resolucidn del estudiante y determinar potenciales conflictos, errores y/o dificultades que

pudieran surgir en la resolucion.

En esta direccion, encontramos que dos FPM plantean que la resolucion es correcta
pero incompleta porque no se logra un resultado exacto. En cambio, seis FPM plantean que la
resolucion es incorrecta y argumentan su respuesta, mencionado que se estan superponiendo
areas de los circulos o que se estan considerando los mismos valores de radio para las sumas

parciales de las masas (Figura 7.33).

Figura 7.33
Respuestas de la pregunta 3y 4 del E5

lne 9= 24 i vnotie T
W =

| )
Lo oo st nuad

1
(Sl EUL'S

. ,I(-r-"__‘r, r-i._f- ¥ P - :\‘n L E

) r ' i} LI § g .-h"-‘
. ) v el oS peliye
. 5 v gl AL Cn‘b{\_ (%u.( SN ©)

';'lkLF U e

=
3

245



En las respuestas de los FPM sobre porque la resolucién es incorrecta, se puede apreciar
que han logrado identificar un conflicto cognitivo que se relaciona con la consideracion de las
areas de los circulos en lugar de trabajar con coronas circulares, lo que permite avanzar en la
resolucion sin superponer areas, y, en consecuencia, masas. Si bien, los FPM no mencionan a
este hecho didactico significativo como conflicto cognitivo, pueden advertir que es una

dificultad que presenta el estudiante y que no le permite avanzar en la resolucion.

La identificacion del conflicto cognitivo es uno de los primeros pasos para avanzar en
la progresion del aprendizaje, por tales motivos se ha incluido en la consigna la pregunta 4 que
busca generar la discusion con relacion a como los FPM trabajarian sobre el conflicto con los
estudiantes para avanzar en la resolucion. La mayoria propone dos retroalimentaciones y/o
estrategias que implementarian para resolver el conflicto; por un lado, solicitarle al estudiante
que realice los gréaficos de los circulos de los radios que esta considerando para aproximar el
valor de la masa total (ver respuesta de la pregunta 4 del E5, Figura 7.33), propiciando de esta
manera el desarrollo de competencias argumentativas-comunicativas por parte de los
estudiantes ya que implica volver sobre sus propias resoluciones, reflexionar sobre ellas y
emplear recursos graficos para mejorar la comunicacion de las ideas matematicas. Por otro
lado, mencionan el uso de las preguntas como recurso para generar la discusion sobre la
resolucién para resolver el conflicto, solicitandole que amplie sus explicaciones, entre otras

intervenciones.
7.6.5 Discusiones de la Tarea 3

En sintesis, se puede afirmar a partir de la evidencia recopilada y las valoraciones
realizadas que los FPM han logrado realizar un gran avance en el desarrollo de la competencia
de analisis cognitivo ya que han mejorado la identificacion de las practicas, objetos y procesos,
como asi también los potenciales conflictos cognitivos. Si bien hay varias cuestiones para
mejorar, se considera que los resultados muestran un cierto grado de avance en el uso

competente del analisis cognitivo en los FPM.
7.6.6 Andlisis de la implementacién de la Fase 4
7.6.6.1 Introduccion

En este trabajo de investigacién centramos nuestra atencion en la evaluacion de los
conocimientos y competencias de los FPM en el analisis epistémico de una nueva situacion-

problema en la que interviene el diferencial de una funcion.
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El desarrollo de la competencia de analisis epistémico implica:
— Proponer diferentes estrategias de resoluciones para la situacion-problema.

— Dividir las resoluciones en practicas matematicas elementales y reconocer el uso e

intencionalidad de cada una de las practicas.

— Identificar los objetos: lenguajes (natural, icénico, diagramatico, simbodlico...),
conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos, que intervienen en esas

practicas.

— Reconocer los procesos matematicos intervinientes y emergentes de los sistemas de

practicas.
— Identificar conflictos epistémicos potenciales de las resoluciones.

— Relacionar las configuraciones de practicas, objetos y procesos con los significados

parciales del concepto diferencial.
En particular, abordamos las siguientes preguntas de investigacion:
— ¢Como dividen los FPM las resoluciones en practicas elementales?

— ¢Reconocen los FPM el uso e intencionalidad de cada una de las préacticas

matematicas?

— ¢Qué objetos matematicos (lenguajes, conceptos, propiedades, procedimientos y

argumentos) identifican los FPM en las practicas matematicas?

— ¢Como establecen los FPM el significado parcial del diferencial que interviene en

la resolucion de la situacion-problema?

— ¢Qué relaciones establecen los FPM entre las practicas y objetos matematicos con

los significados parciales del diferencial?

Las producciones realizadas por los FPM se analizan segun las acciones que permiten
dar cuenta del desarrollo de la competencia de analisis epistémico (Burgos y Godino, 2022b);
es por ello que en primer lugar, se valora si los FPM lograron resolver la situacion-problemay
dividir la resolucion en una secuencia de practicas matematicas elementales; en segundo lugar,
se valora si reconocen el uso e intencionalidad de cada una de las préacticas; en tercer lugar, se

avanza sobre la identificacion de los objetos matematicos que intervienen en las practicas; y
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por Ultimo, se valora qué relaciones establecen entre las practicas y objetos matematicos con

los significados parcial del diferencial.

7.6.6.2 Resolucion y reconocimiento de la secuencia de practicas matematicas

elementales

En general, se presentaron cuatro resoluciones diferentes; una de las resoluciones es la
aplicacion de la formula para el calculo de la distancia con aceleracién constante la cual fue
presentada por tres estudiantes (E3, E4 y E8) (Ver Figura 7.34).

Figura 7.34
Parte de la resolucion del E8 de la Tarea 4
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Como se puede apreciar en la Figura 7.34, el E8 ha utilizado la férmula para calcular
la distancia total del auto en los 9s y ha dividido su resolucion en cinco practicas matematicas
elementales, las cuales indican que ha logrado reconocer las diferentes acciones y/o decisiones
en la resolucidn. El principal inconveniente que ha surgido de la resolucion es la justificacion
y/o explicacion por parte de los estudiantes sobre el dominio de validez de la formula para
calcular la distancias. Frente a las preguntas de sus compafieros, estos FPM no pudieron

responder cuando es posible usar la formula o cémo se llega a obtener esa formula.

En la segunda resolucion que presentaron los estudiantes (E2, E3 y E6) se observa que
dividieron el intervalo de tiempo en subintervalos de 1s e intentaron calcular la distancia
recorrida por el auto en cada subintervalo (ver Figura 7.35). Si bien, no se logra observar en

las producciones de los FPM que hayan terminado la resolucion utilizando esta estrategia, se
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considera que esta resolucion es el punto de partida para la tercera resolucién presentada por
siete FPM.

Cabe destacar que en esta resolucion se observa un avance en el reconocimiento de que
el desplazamiento total del auto se obtendra mediante la suma de los diferentes desplazamientos
de cada uno de los subintervalos, lo que indica una primera identificacion de la variacion de
las magnitudes involucradas (desplazamiento y velocidad) en funcién del tiempo considerado,

ademas de relacionar la suma de los desplazamientos con las ideas de acumulacion.

Figura 7.35
Parte de la resolucion del E3 de la Tarea 4
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La tercera resolucion, presentada por el E10 se observa que la secuencia de practicas
matematicas que ha utilizado para establecer relaciones entre la aceleracion, la velocidad y el
desplazamiento. Se destaca en la resolucion como el estudiante divide las practicas a medida
que interviene un nuevo objeto matematico, por ejemplo, en la Figura 7.36 se puede apreciar
que el paso de la practica 4, 5y 6 implica el paso de plantear la sumatoria, luego aplica el limite
de la sumatoria cuando el incremento del tiempo tiende a cero para llegar a la integral definida.
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Figura 7.36

Parte de la resoluciéon del E10 de la Tarea 4
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En la cuarta resolucion, presentada por siete FPM, se puede observar como hacen uso
del diferencial como una cantidad infinitesimal (Verén y Giacomone, 2021) para definir el

diferencial tiempo (dt), el diferencial desplazamiento (de) y establecer las relaciones de =

d ; L - . ..
vedtyv= d—i. Ademas, se observa en la practica 4 como se emplea la integral definida para

. . -y 9 . .
calcular el desplazamiento total mediante la expresion fo de la cual indica la suma de los

infinitos de que se determinan en el intervalo de tiempo [0, 9].

En la resolucion de la E12 (Figura 7.37) se puede observar como ha logrado identificar
las précticas matematicas que conformar a la resolucion, dividiendo segun las acciones y/o
decisiones que fue tomando para progresar en la compresion de la situacion-problema. Tal vez,
resulte necesario subdividir la practica 4 en practicas mas elementales ya que intervienen
objetos matematicos diferentes y complejos, es decir, al principio se emplea la nocion de
diferenciales y se establece una ecuacion diferencial, luego se plantea la integral definida como
una suma de infinitos de, y, por ultimo, se utiliza la Regla de Barrow. En este sentido, se podria

descomponer la practica 4 en tres practicas matematicas elementales.
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Figura 7.37

Parte de la resolucion del E12 de la Tarea 4
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A modo de sintesis, se puede advertir que algunos FPM no presentaron muchos
inconvenientes para resolver la situacién-problema, ya que todos presentaron alguna resolucion

e incluso algunos presentaron dos resoluciones. En relacion con la valoracion de la division de
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la resolucion en una secuencia de practicas matematicas, es posible afirmar que la mayoria de
los FPM logro identificar las practicas matematicas elementales en sus resoluciones, ya que 8
de las 12 respuestas dividen sus resoluciones en practicas. A partir de la evidencia presentada,
se puede agregar que los FPM dividen las practicas matematicas teniendo en cuenta las
diferentes acciones y/o decisiones que van considerando o tomando para avanzar en la

resolucion de la tarea, como se puede apreciar claramente en la resolucion de la E11 (ver Figura
7.38).

Figura 7.38

Parte de la resolucion del E5 de la Tarea 4
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Por dltimo, es importante destacar que ningin FPM considera como una practica
matematica la primera accion que sucede al momento en que se enfrentan con la situacién-
problema, es decir, la interpretacion y lectura del enunciado del problema esta cargado de
objetos matematicos que intervienen y delinean las futuras acciones que se realizaran para

comenzar a resolver la situacion.
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7.6.6.3 Reconocimiento del uso e intencionalidad de las practicas matematicas

Se considera importante que el FPM pueda ser competente en el reconocimiento del
uso e intencionalidad de las practicas matematicas, es decir, no es solo describir o narrar los
pasos realizados, sino poder determinar o identificar cual es el uso de esa practica en el contexto
del problema. Cada practica matemética se utiliza o tiene la intencion de establecer un
procedimiento, calcular un wvalor, relacionar conceptos/proposiciones, interpretar una
representacion, comunicar una idea matematica, etc., por tales motivos, es importante que el
profesor puede ser competente en identificar el uso e intencionalidad de cada practica, ya que
le permite valorar: las relaciones e ideas matematicas que manifiestan los estudiantes; y los
procesos que intervienen y emergen que constituyen indicadores de los aprendizajes y que son
necesario identificarlos para poder discutirlos o institucionalizarlos, o para identificar

conflictos cognitivos potenciales que intervienen en las resoluciones.

En general, se observa que siete resoluciones de los FPM no identifican el uso e
intencionalidad de las practicas matematicas de la situacion-problema. De las restantes, dos
presentan de manera incompleta y tres muestran el analisis epistémico completo. En esta
seccion se analizaran las resoluciones presentadas por los tres FPM que han presentado el

analisis epistémico con completo.

Una de las primeras cuestiones que se observa en una resolucion de un FPM es que
relacionan la secuencia de précticas matematicas con la explicacion (narracién) de los pasos
que se realizan para resolver la situacion-problema, sin advertir el uso que tiene esa practica en

el contexto del problema, como se observa en la respuesta del estudiante E5 (ver Figura 7.39).

Figura 7.39
Parte de la resolucion del E5 de la Tarea 4

e U € mTetCiopylidad  de e

)
Yotematita ‘ VeneTieas

Iy Cneont 12 f 1
PP Ladad LUNIRr o cocvente inciemen
n ‘{‘\/ (Paca .,I:S.'t’.‘( 6| celoidsd .
o BeConocey yw »
ol Hompo ge 1l P — j " (
@oe Vo2 ble s “f’ A?’ (e’ el Famscrd
- (i.)}“)r'.‘-. "/ ‘ 19'{3(-&1.\09% u((/j‘"“""” €
4 S ps /
Jiea Tolaf O (nte curlo
,L’C,(_/('f‘l:!“ F.Jf :
. - g g
medio d(' h i J.”ft‘ll,y-i-b( y) fs_g,«{‘/(.b
'\lﬁtfﬁ‘x‘\ . p[\{énrl_’: o J-',n).’

253



En la resolucion presentada por la E12 se observa que logra identificar la
intencionalidad de cada una de las cuatro practicas matematicas que ha dividido su resolucién,
pero su identificacion es general y por tales motivos se pasa por alto objetos y procesos
importantes de la resolucién. Por ejemplo, en la segunda practica se establece la diferencial

tiempo (dt), la diferencial desplazamiento (de) y se los relaciona mediante la ecuacion dt -
-7 d 7 - 4
v = de para obtener la expresion v = d—‘;. Ademas, subyace el proceso de consideracion de los

infinitesimales en el tiempo y en el desplazamiento lo que posibilita el paso de los incrementos
a los diferenciales (ver Figura 7.40). Sin embargo, la E12 plantea que la intencionalidad de la
practica es “Establecer una expresion para la velocidad” (ver Figura 7.40) la cual es incompleta
ya que no logra reconocer todos los procesos matematicos que intervienen en esta practica.
Una posible dificultad puede que este asociado al hecho de que la practica dos es posible
dividirla en practicas mas elementales que permitan mostrar con mayor detalle los procesos

que se estan realizando de manera implicita.

Figura 7.40

Parte de la resolucion del E12 de la Tarea 4
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En la resolucion del E11, se observa que es similar a la E12, pero se ha identificado
ocho préacticas matematicas, y en particular se toma la tercera para analizar y relacionar con lo
expuesto anteriormente. En la préctica tres, no se hace mencion del uso de los diferenciales, si
bien se mencionan como objetos matematicos que intervienen, pero no se logra identificar
como emergen de la resolucion, para qué se los utiliza, cuya informacidn deberia estar expuesta

en la intencionalidad (ver Figura 7.41).
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Figura 7.41

Parte de la resolucion E11 de la Tarea 4
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En sintesis, se puede afirmar que las resoluciones de los E11 y E12 son adecuadas, en
el sentido que estan encausadas, pero son mejorables, ya que teniendo en cuenta que es el
primer analisis epistémico que realizan los FPM de manera individual y solos, ya que la Tarea
4 era una actividad complementaria no obligatoria. Se considera que la identificacion del uso
e intencionalidad de las practicas matematicas es mejorable en la medida en que se pongan en
discusién con los FPM cuyo objetivo principal es poder develar cuél es la intencidn, funcion
y/o qué aporta cada una de las practicas a la resoluciéon de la situacion-problema y al

aprendizaje de los significados parciales de la diferencial.
7.6.6.4 ldentificacion de los objetos matematicos

En esta seccion se analizard un aspecto mas de la competencia de andlisis epistémico
que han logrado los FPM en la identificacidn de los objetos matematicos, como los lenguajes
(natural, icdnico, diagramatico, simbdlico, etc.), conceptos-definiciones, proposiciones,

procedimientos y argumentos, que intervienen en la secuencia de practicas matematicas.

Para esta competencia se analizaran tres producciones de los FPM (E10, E11 y E12),
ya que los restantes no han presentado la identificacion de los objetos matematicos en la
secuencia de practicas. En primer lugar, cabe destacar que estos tres FPM han realizado el
reconocimiento de los objetos matematicos que intervienen en cada una de las practicas

matematicas que han dividido su resolucion.
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En relacion con los elementos del lenguaje que identifican los FPM, predomina en sus
resoluciones la identificacion del lenguaje simbolico y algebraico. También, el E12 identifica
el lenguaje aritmético (relacionado a las operaciones aritméticas para el calculo de la
aceleracion), y funcional (asociado a la expresion que obtiene de la velocidad en funcion del
tiempo v(t)). Ademas, mencionan E11 y E12 el lenguaje coloquial vinculado a la

comunicacion de la solucién de la situacion-problema.

Un aspecto importante para destacar es la precision de la E12 en relaciéon con las
producciones de sus compafieros, ya que E12 indica entre paréntesis un ejemplo del lenguaje
utilizado en cada préactica, a diferencia de sus compafieros que lo realizan de manera mas
general, esta cuestion se puede observar al comparar las resoluciones de E11 y E12 en las
Figura 7.40 y Figura 7.41.

Con relacion a la identificacion de los conceptos-definiciones, los FPM no presentaron
muchos inconvenientes para identificar estos conceptos en cada una de las précticas
matematicas. Pero se puede advertir en las respuestas que la mayoria identifica como concepto-
definicion solamente a los objetos que puede reconocer explicitamente y/o que ocupa el lugar
central en la practica matematica. Aungue de las tres resoluciones, dos han logrado reconocer
a los conceptos-definiciones de variacion y de funcion. Sin embargo, resulta interesante
destacar que en la secuencia de préacticas de la resolucion del E10 (Figura 7.35) el paso de la
P5 a la P6 se cambia At por dt, entre otros, al plantear el limite de la sumatoria, pero la
incorporacion del diferencial tiempo en la expresion de la integral no lo reconoce como un
concepto-definicion, ya que solo menciona a la integral definida como el nuevo concepto que

interviene en la practica.

Las proposiciones cumplen la funcion de enunciacién en las practicas matematicas, es
decir que son afirmaciones que permiten identificar asociaciones, vinculos y/o relaciones que
se establecen, intervienen o emergen entre los conceptos-definiciones para construir ideas

matematicas que permitan avanzar en la resolucién de la situacion-problema.

En general, se observa que es uno de los objetos matematicos que resulta mas dificil su
identificacion son las proposiciones, ya que implica que el profesor debe tener una cierta
competencia en poder reconocer las relaciones, vinculados y/o asociaciones entre los
conceptos-definiciones, debe poder preguntarse, como se relacionan estos conceptos, queé ideas

construyen estos conceptos que se estan utilizando, este aspecto de la actividad matematica no
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resulta sencillo para los FPM, resultados que se encuentran en linea con los estudios de
Giacomone (2018).

En las resoluciones, se puede observar que: E10 solo identifica una proposicion “el
desplazamiento es igual a la suma de los desplazamientos”; E12 reconoce tres proposiciones,
las dos primeras asociadas a establecer la diferencial tiempo y la diferencial desplazamiento
(Ver Figura 7.40), y la tercer proposicion hace referencia a la consideracion de la velocidad
inicialen el tiempo inicial (t = 0 - v(0) = 8,33m/s). Sin embargo, la E11 indica en cada
una de las ocho préacticas que ha dividido su resolucion una proposicion, algunas de ellas
expresan las relaciones entre los conceptos empleando un lenguaje algebraico simbdlico, como

se puede apreciar en la proposicion de P3 en la Figura 7.41.

Los procedimientos cumplen la funcion de algorimizacion, es decir, indican las técnicas
de célculo, los algoritmos o las operaciones que se deben realizar para avanzar en la resolucién
de la situacion-problema. En las resoluciones de los FPM, el E10 menciona algunos
procedimientos en su analisis de manera incompleta; en cambio, los E11 y E12 logran
identificar en cada una de las practicas matematicas al menos un procedimiento. La diferencia
entre E11 y E12, esta en que E11 describe en cada practica uno o mas procedimientos como
pasos, acciones, célculos que realizd para avanzar en la resolucion (Ver Figura 7.41); en

cambio, E12 menciona los procedimientos de una manera mas general, por ejemplo, expresa

. . . de .
para la P2 “trabajo algebraico para establecer la igualdad v = E” (ver Figura 7.40).

Los argumentos son enunciados y/o razonamientos utilizados, de manera explicita o
implicita, que cumplen la funcion de justificar o validar las proposiciones y procedimientos.
En las resoluciones de los FPM, el E10 no menciona ningun argumento en su analisis; en
cambio, E12 menciona dos argumentos, uno en relacion con la funcion como correspondencia
entre la velocidad del auto y el tiempo, y el otro no es claro ya que solo lo expresa de manera
simbolica como el paso o la relacion entre la diferencial de x y el incremento de x (dx — Ax)
(ver el argumento de P2 en la Figura 7.40). La E11 menciona a los argumentos solo en las
primeras tres practicas de las ocho que dividid, las mismas estan asociadas a explicar los pasos
realizados que a justificar qué conceptos-definiciones validan esas proposiciones o
procedimientos empleados. Por tales motivos, se puede afirmar que resulta necesario volver a
discutir con los FPM sobre la funcién que cumplen los argumentos en el analisis epistémico y
laimportancia de que el profesor logre desarrollar su competencia para identificarlos y ponerlos

en discusion con los estudiantes.
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En sintesis, a partir del analisis realizado, se puede plantear que en las resoluciones de
los FPM, si bien han comenzado a desarrollar su competencia en la identificacién de los objetos
matematicos que intervienen y emergen de cada una de las practicas matematicas, es necesario
reforzar esta identificacion para que logren reconocer los objetos que intervienen de manera
clave en la resolucion e identificar las practicas que resulten conflictivas para los estudiantes

en términos de la complejidad de los objetos y procesos matematicos.
7.6.6.5 ¢Qué significado parcial del diferencial se puede relacionar con la tarea?

En relacién con la pregunta 4 de la Tarea 4, de las 12 resoluciones de los FPM, tres
asocian al Diferencial de Leibniz justificando porque se “trabaja con cantidades
infinitesimales” (E10) o que “consideramos el tiempo y a la velocidad como cantidades
infinitesimales” (E7) (ver Figura 7.42). En cambio, la E11 asocia al Diferencial de Cauchy y
justifica mencionando los conceptos que se relacionan con este significado parcial como:
“razon de incrementos, diferenciales, cociente de diferenciales y funcion derivada (ver Figura
7.43). Al importante a destacar en la justificacion de la E11, es que menciona al concepto de
funcién derivada, el cual no lo reconoce en la identificacion de los objetos matematicos en las
practicas, lo cual nos permite advertir la necesidad de volver a discutir con los FPM este
interrogante y proponer nuevas actividades que incluyan momentos de reflexion sobre las
relaciones que se establecen entre el analisis epistémico y los significados parciales de la

diferencial que estan interviniendo y emergiendo en las resoluciones.

Figura 7.42

Parte de la resolucion de E7 de la Tarea 4

Figura 7.43

Parte de la resolucion de E11 de la Tarea 4
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Pero para la pregunta 4 hay que recuperar una resolucién que implica el limite y
comparar con las anteriores ya que en esta nueva resolucién conviven dos significados parciales

de la diferencial de Leibniz y Cauchy.
7.6.7 Discusiones de la Tarea 4

En sintesis, se observa que la identificacion de algunos objetos matematicos tiene cierta
dificultad para los FPM, en particular sobre las proposiciones y argumentos. Sin embargo, el
reconocimiento de los otros objetos ha resultado satisfactoria ya que la mayoria lo ha realizado

de manera adecuada.
7.6.8 Analisis de la implementacion de la Fase 5
7.6.8.1 Introduccidn

Al considerar que una leccion de un libro de texto como un proceso de instruccion, es
posible emplear las herramientas tedricas y metodolégicas del EOS (Godino, 2017; Godino,
Batanero y Font, 2007) para realizar un analisis sistematico de las lecciones de los libros de
textos. La Teoria de Idoneidad Didactica (Breda, Font y Pino-Fan, 2018; Godino, 2013; 2021)
permite abordar el problema del analisis didactico de los libros de textos en términos de
caracterizar los significados parciales del concepto que se promueven e identificar potenciales
conflictos semidticos y posibles mejoras para los aprendizajes pretendidos en las propuestas de
los libros. Las diferentes facetas, componentes e indicadores de idoneidad sirven de guia para

realizar una valoracion de la leccion del libro de texto en busca de potenciales mejoras.

El libro de texto es un recurso muy utilizado por los profesores para la planificacion de
las propuestas de ensefianza. Por tales motivos, resulta necesario que los profesores desarrollen
competencias profesionales con relacién al uso y gestién del libro de texto para abordar el

estudio de los procesos instruccionales en los que interviene la diferencial.

En este sentido se considera necesario proponer en la formacion de profesores de
matematicas actividades formativas que permitan el desarrollo de la competencia de analisis

didactico en las lecciones de los libros de textos, cuya competencia implica:
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— Reconocer las practicas matematicas (operativas, discursivas y/ normativas) que

intervienen y emergen en la leccion del libro de texto.

— ldentificar los objetos: lenguajes (natural, icdnico, diagramatico, simbdlico...),
conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos, que intervienen en las

practicas de la leccion del libro de texto.

— Reconocer los procesos matematicos intervinientes y emergentes de los sistemas de

practicas.
— Identificar conflictos epistémicos potenciales de las practicas matematicas.

— Relacionar las configuraciones de practicas, objetos y procesos con los significados

parciales del diferencial.
En esta direccidn, las preguntas de investigacién son:
— ¢Reconocen los FPM las practicas matematicas de la leccion del libro de texto?

— ¢Qué objetos matematicos (lenguajes, conceptos, propiedades, procedimientos y
argumentos) identifican los FPM en la leccion del libro de texto?

— ¢ldentifican los FPM los procesos matematicos implicados en la leccion del libro
de texto?

— ¢Como establecen los FPM el significado parcial del diferencial que interviene en

la leccion del libro de texto?

— ¢Qué aspectos consideran los FPM que se deberia tener en cuenta para potenciar

el analisis de la leccién del libro de texto?

La reflexion en torno a la faceta epistémica proporciona informacion util para que el
profesor pueda valorar las potencialidades y limitaciones del libro de texto, identificar
conflictos de significados y potenciales mejoras, con el fin de optimizar los aprendizajes de los

estudiantes.

A modo de organizacion, se analizaran en detalle las trece respuestas de los FPM a las
preguntas de la Tarea 5 la cual corresponde al analisis epistémico de una leccién del libro de
texto de Stewart (2012) donde se presenta a la diferencial.

7.6.8.1.1 Pregunta 1: ;Cuél la intencion didactica de la leccién del libro de texto?
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El objetivo principal de esta pregunta es observar en qué se basan los FPM para
reconocer la intencionalidad didactica de la leccidn, cuestion sumamente importante para el
profesor saber para qué se podria utilizar esta leccion del libro de texto para planificar y tomar

decisiones sobre su uso en los procesos instruccionales en torno a la diferencial.

En las respuestas de los FPM, observamos que 8 mencionan de manera general que la
leccion pretende “definir”, “presentar” o “conceptualizar” el concepto de diferencial. Dos FPM
(E8 y E13) plantean que se pretende definir los diferenciales y establecer relaciones con la
derivada. Ademas, E5 y E8, agregan en su respuesta a los tipos de diferenciales que intervienen

en la leccion y muestran sus simbolos: “diferencial de y” dy y “diferencial de X dx.

La respuesta del E1, se diferencia de las anteriores ya que menciona que en la leccion
se aborda el concepto de diferencial como variable y aclara que corresponde a un significado
parcial. Si bien E1 no escribe a que significado parcial hace referencia, la E6 si escribe
explicitamente que se trata del significado parcial del diferencial de Cauchy y lo relaciona con
el concepto de variable, funcion y relacién de correspondencia (Ver Figura 7.44). También, la
E11 menciona a los diferenciales dy y dx como variables de pendiente e independiente,

respectivamente.

Figura 7.44
Parte de la resolucion de la E6 de la Tarea 5
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Si bien el analisis estd incompleto, resulta importante estudiar las afirmaciones que

emiten los FPM en una primera observacion de la leccion del libro de texto sobre la diferencial,
lo que nos permite realizar unas observaciones sobre los objetos matematicos que mas le llaman

la atencién y que les permite tomar unas primeras decisiones sobre la leccion.

7.6.8.1.2 Pregunta 2: ¢(Qué practicas matematicas se pueden identificar en la leccion del

libro de texto?
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La identificaciébn de la secuencia de practicas matematicas elementales resulta
pertinente (0 necesario) para emprender un analisis microscopico de la leccion del libro de
texto porque permite identificar hechos didacticos significativos o bien, momentos claves en

los que participan conceptos claves o emergen conceptos pretendidos.

En el contexto de la presente investigacion, una practica elemental se puede considerar
como didécticamente significativo en la medida en que el futuro profesor pueda advertir el
surgimiento de un potencial conflicto semiético, e identificar el uso de los objetos matematicos

primarios y sus relaciones.

Para el andlisis de las producciones de los futuros profesores de matematicas se cuenta con
catorce respuestas. En general, todos los FPM han logrado identificar las practicas matematicas
involucradas en la leccién, la mayoria divide la leccion en cuatro o cinco practicas, se considera
que esta forma de dividir las practicas esta asociada, en parte, por la disposicion u organizacion
de la configuracion didactica (leccion). Algunos FPM dividen el primer parrafo en dos
practicas se parando las descripciones de los diferenciales dx y dy. A modo de ejemplo, se
destacan las respuestas de los E12 y E14, ya que ademas de identificar las practicas
matematicas, mencionan el uso e intencionalidad de cada una de las préacticas, como se puede

observar en la Figura 7.45 (a) y (b).

Figura 7.45

Parte de la respuesta de E14 de la Tarea 5
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Por otro lado, otros FPM luego de dividir la leccidn en précticas matematicas, realizan
una narracién indicando las funciones o intenciones de cada una de las practicas, donde se
puede apreciar los objetos matematicos que logran identificar, como se observa en la respuesta
del E11 (ver Figura 7.46).

Figura 7.46

Parte de la respuesta del E11 de la Tarea 5
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Por otro lado, tres FPM asocian las practicas matematicas con las expresiones
algebraicas y/o simbolicas (lenguaje) que interviene en la leccion. Si bien, en la leccion hay
practicas elementales del tipo algebraica y simbélica, no es cierto que solo se utiliza este tipo
de lenguaje en las practicas, ya que se deja de lado otros elementos del lenguaje que permiten
la comunicacion de las ideas matematicas como el lenguaje natural, geométrico, icénico, etc.

A modo de ejemplo, se muestra la respuesta del E10 en la Figura 7.47.

Figura 7.47

Parte de la respuesta del E10 de la Tarea 5
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7.6.8.1.3 Pregunta 3: ¢{Qué objetos matematicos intervienen y emergen en las practicas

matematicas de la leccion del libro de texto?
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En esta seccidn se analizara que objetos matematicos (lenguajes, conceptos-definicion,
proposiciones, procedimientos y argumentos) que logran identificar los FPM en la
configuracién didactica (leccion del libro de texto) para progresar en el desarrollo de la
competencia de analisis epistémico. Un aspecto importante para destacar sobre la organizacion
y presentacion del analisis de los objetos matematicos realizada por los FPM es que de las 14
respuestas; 10 realizan un analisis global de la configuracion didactica; en cambio, solo 4
describen los objetos primarios en cada una de las practicas matematicas que han dividido la

leccion.

En relacion con los elementos del lenguaje, todos los FPM identifican de manera
correcta los lenguajes involucrados, donde mencionan al lenguaje natural o coloquial,

simbdlico, algebraico y funcional.

Respecto a los conceptos-definiciones que intervienen en las practicas matematicas, la
mayoria de los FPM identifica sin inconvenientes los conceptos de funcion, variables
independiente y dependiente, dominio de una funcién, funcion derivada, ecuacion,
diferenciales, division, razén de diferenciales, valor numérico y nimeros reales. Si bien hay
solo una respuesta que no identifica los conceptos, las restantes logran reconocer todos los
conceptos mencionados. Sin embargo, el concepto de aproximacion lineal solo es mencionado
por dos FPM (E7 y E10).

En cuanto a las proposiciones, se tienen 10 respuestas de los FPM donde predomina la
identificacién de cuatro proposiciones relacionadas directamente con la conceptualizacion de

la diferencial, como se puede observar en parte de la respuesta de E10 ( Figura 7.48).

Figura 7.48

Parte de la respuesta de E10 de la Tarea 5
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Si bien, la mayoria de los FPM ha logrado identificar las proposiciones que colaboran
en la conceptualizacion de la diferencial de x (dx) como una variable independiente y que

puede tomar cualquier numero real, solo dos FPM (E1y E2) han logrado identificar y explicitar

264



una quinta proposicion "dx # 0" la cual es muy importante para el proceso de definicion de la

diferencial.

La proposicion "dx # 0" es reconocida por varios FPM como parte de un
procedimiento, la cual es correcto ya que se esta interpretando como una excepcion, una
indicacion o una norma que dice que dx puede tomar cualquier nimero real distintos de cero.
Pero también, es posible interpretarla como una afirmacion que establece una relacion entre dx

y el conjunto de los nimeros reales.

Otra proposicion que solo ha sido mencionado por dos FPM tiene que ver con la
relacion que se establece entre los diferenciales dy y dx. Si bien, la mayoria reconoce que dy
es una variable dependiente, no mencionan de quién depende y como es la relacion entre los
diferenciales que se definen en la configuracion didactica. Solo los E2, E8 y E12 mencionan
explicitamente como una proposicion a esta relacién (ver Figura 7.49), otras respuestas de los
FPM lo consideran como un procedimiento, que, si bien estan relacionados, se considera
importante que el FPM pueda identificar las funciones que puede cumplir un objeto matematico
en el contexto de una configuracion didactica para potenciar de esta manera el uso y la gestién

de las lecciones de los libros de textos (Castillo y Burgos, 2022; Castillo et al., 2022a).

Figura 7.49
Parte de las respuestas de E2 de la Tarea 5
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En relacion con los procedimientos, solo cinco FPM presentan dos o tres
procedimientos que identifican en la leccion del libro de texto. El procedimiento que predomina
es calcular dy a partir de reemplazar valores de x y dx, como se observa en la respuesta de E2
en la Figura 7.49. Sin embargo, no aparece de manera explicita que los valores de x y dx se

deben reemplazar en la ecuacion dy = f'(x)dx para obtener el valor de dy. El uso de la esta
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ecuacion es mencionado solo por dos FPM, pero ninguno aclara de manera explicita coémo

usarla.

También, se destaca el procedimiento que permite hallar la derivada de la funcion a
partir de la ecuacion dy = f'(x)dx al plantear el cociente de diferenciales, como se puede
apreciar en la respuesta de E8 en la Figura 7.50.

Figura 7.50
Parte de la respuesta de E8 de la Tarea 5
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La identificacion de los argumentos resulto bastante conflictiva para los FPM ya que
solo ocho FPM mencionan este objeto matematico en sus analisis. Pero algunos identifican de
manera incorrecta porque confunden al argumento con proposicion y/o procedimiento. Por
ejemplo, el E10 menciona como argumento “Diferencial dx es una variable independiente”
siendo que el mismo FPM lo clasifico anteriormente como una proposicion (Ver Figura 7.48).
Si bien, el E10 no logra diferenciar, en este caso particular, una proposicion y un argumento,
también agrega otros argumentos que, si son adecuados y que cumplen la funcién de justificar
y/o validar las afirmaciones y procedimientos, como, por ejemplo, se menciona a la definicion

de funcién, variables dependiente e independiente, etc.

Por ultimo, resulta interesante destacar que solo un FPM (E7) coloca en su analisis
epistémico al objeto matematico situacion-problema, donde expresa que manera explicita que

se trata de la “configuracion didactica presentada” (ver Figura 7.51).

Figura 7.51

Parte de la respuesta de E7 de la Tarea 5
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7.6.8.1.4 Pregunta 4: ;Qué procesos intervienen en la leccion del libro de texto?
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Desde la perspectiva del EOS, los procesos matematicos son entendidos como un
sistema de practica que tiene la intencion de definir o conceptualizar un nuevo aspecto de un
concepto, generalizar una relacion y/o expresion, indicar la representacion e interpretacion de

un concepto, etc.

Resulta de interés para esta investigacion que los FPM puedan reconocer los procesos
matematicos que intervienen y emergen de la leccion del libro de texto, ya que su identificacion
permitird que el profesor pueda hacer un uso competente en los procesos instruccionales donde

se utilice como recurso la leccién del libro de texto en torno a la diferencial de una funcion.

La mitad de las respuestas de los FPM no mencionan a los procesos, de las restantes,
tres respuestas son muy generales ya que solo mencionan que la intencion es definir y presentar
a los diferenciales. Sin embargo, cuatro respuestas de los FPM logran identificar tres procesos
implicados en el sistema de précticas, el primer proceso de identifican esta relacionado con la
conceptualizacion del diferencial, pero solo el E1 menciona explicitamente que “la leccion
pretende introducir la idea de diferencial como una variable” (E1) (proceso de
definicidén/conceptualizacion). También, destacan el proceso para establecer la relacion de
dependencia de dy a partir de los valores de x y dx (proceso de conceptualizacion y
algoritmizacion). También, el E10 plantea explicitamente un nuevo proceso que establece una
relacion entre los diferenciales dy y dx mediante la ecuacion dy = f'(x)dx (proceso de

conceptualizacion y generalizacion) (ver Figura 7.52).

Figura 7.52
Parte de la respuesta de E10 de la Tarea 5
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Ademas, estos cuatros FPM destacan el proceso de representacion y/o simbolizacion
de la diferencial con el simbolo "d". Sin embargo, solo el E2 presenta como proceso la relacion
entre la razon de diferenciales y la derivada, la cual no explica de manera precisa, pero se
muestra en la respuesta las relaciones de equivalencia (proceso de generalizacion) (ver Figura
7.53).
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Figura 7.53

Parte de la respuesta de E2 de la Tarea 5
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7.6.8.1.5 Pregunta 5: ¢{Queé significado parcial del diferencial se pretende trabajar en la

leccion del libro de texto? Argumente su respuesta

De las catorce respuestas de los FPM, todos logran relacionar la leccion del libro de
texto (configuracion didactica) con la Diferencial de Cauchy. Resulta interesante destacar que
cinco respuestas argumentan mencionando que en la leccidn se pretende definir a la diferencial
como una variable. Ademas, se destaca la respuesta de E13, que agrega que la diferencial puede
tomar “cantidades pequenas o grandes (indistinto)” (E13, ver Figura 7.54), lo cual constituye
una caracteristica asociada a la Diferencial de Cauchy.

Figura 7.54

Parte de las respuestas de E13 de la Tarea 5
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Otras dos respuestas de los FPM argumentan su eleccion mencionando que en la leccion
del libro de texto se presenta a la diferencial como una relacion de variacion entre de las
variables, aludiendo a la relacion funcional entre los diferenciales. También, hay siete
respuestas que justifican mencionando la relacion de la diferencial con la derivada, como se

puede observar en la respuesta de E14 (ver Figura 7.55).
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Figura 7.55

Parte de la respuesta de E14 de la Tarea 5
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7.6.8.1.6 Pregunta 6: Destaca entre las practicas, objetos y procesos identificados cuales

consideras potencialmente conflictivos para los estudiantes.

La identificacion de los potenciales conflictos epistémicos y cognitivos es una
competencia del profesor de matematica ya que reconocer los conflictos le permitira mejorar
los procesos instruccionales, anticipandose a la aparicion de estos, disefiando estrategias para

abordarlos con los estudiantes y asi poder progresar en el aprendizaje de los conceptos.

De los catorce FPM, solo uno no presenta ninguna respuesta a esta pregunta, los demas
hacen mencionan seis conflictos que se les puede presentar a los estudiantes al trabajar con la
leccion del libro de texto. A continuacion, se mencionan los conflictos que identifican

adecuadamente los FPM:

EL conflicto relacionado con los saberes previos, en particular, la funcién derivada es
mencionado por 5 FPM (Conflicto cognitivo) (ver Figura 7.56). En la misma direccion, 6 FPM
identifican como un potencial conflicto relacionar a la derivada como una razon de
diferenciales, esta decision se ban diciendo que la explicacion es insuficiente para lograr una
total comprension de la relacion que se establece (Conflicto epistémico-cognitivo) (ver Figura
7.56).
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Figura 7.56

Parte de la respuesta de E10 de la Tarea 5
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Otro conflicto cognitivo que destacan 4 FPM es entender la relacion funcional entre los
diferenciales dy y dx, y que dy depende de los valores que tome x y dx. A su vez, 2 FPM

agregan como conflicto cognitivo comprender que dy y dx son variables.

Solo un FPM reconoce como un potencial conflicto el pasaje de la aproximacion lineal
a la diferencial como una funcion, ya que no queda claro como se relacionan estos conceptos

(Conflicto epistémico-cognitivo).

Por ultimo, E1 plantea como un potencial conflicto el abordaje de un nuevo significado
parcial de la diferencial, ya que expresa que, si se estaba trabajando con la diferencial de
Leibniz, esta nueva leccion puede resultar conflictiva para el estudiante ya que se aborda a la
diferencial como una variable (Conflicto en la trayectoria cognitiva del estudiante) (ver Figura
7.57).

Figura 7.57

Parte de la respuesta de E1 de la Tarea 5
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En sintesis, se puede afirmar que los FPM han logrado identificar varios potenciales
conflictos epistémicos y cognitivos que pueden surgir al utilizar esta configuracion didactica

(leccion) para el proceso de ensefianza de la diferencial.

7.6.8.1.7 Pregunta 7: Para hacer un analisis de una leccion de un libro de texto, que otros

aspectos consideras que se deberia tener en cuenta

En general, la mayoria de los FPM han indicado algun aspecto que consideran qué se
deberia tener en cuenta para hacer un andlisis de una leccién de un libro de texto. Algunos FPM
destacan la necesidad de tener en cuenta los saberes previos de los estudiantes. Ademas, 3 FPM
resaltan la importancia de considerar la manera de abordar la articulacion entre los significados
parciales de la diferencial (ver Figura 7.58). También, se observa en las respuestas la
consideracion del contexto y/o entorno en el cual se utilizara esta configuracion didactica (ver
Figura 7.58).

Figura 7.58

Parte de la respuesta de E1 de la Tarea 5
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Por otro lado, otros FPM resaltan la necesidad de disponer o agregar a la leccion
ejercicios de aplicacion de los diferenciales. Si bien este aspecto esta contemplado en la leccién
completa del libro de texto de Stewart (2012), es importante que los FPM identifiquen la
necesidad de los ejercicios de aplicacion para complementar el estudio de la diferencial.

También, E8 plantea que se deberia tener presente el nivel curricular nivel al cual estaria
destinado la leccion. Otros FPM mencionan como aspectos a tener en cuenta como los recursos
que se utiliza en la leccion y las posibilidades del trabajo en grupo. Por dltimo, dos FPM
mencionan que es necesario tener en cuenta las seis facetas de la idoneidad didactica

(epistémica, cognitiva, afectiva, interaccional, mediacional y ecoldgica).

En sintesis, es importante que el FPM sea competente en analizar una leccion de un
libro de texto y que tenga en cuenta no solo los aspectos epistémicos explicitos en la
configuracién didactica, sino que pueda ir mas alld en reconocer la importancia de otros

aspectos que se corresponden con las facetas de la idoneidad did4ctica para realiza run analisis
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microscépico de la actividad matematica que implica el uso de esta leccion y asi potenciar los

procesos de instruccion en torno a la diferencial.
7.6.9 Discusiones de la Tarea 5

En la Tarea 5 se propuso a los FPM analizar y valorar la faceta epistémica y cognitiva
identificando las préacticas, objetos y procesos matematicos implicados en la leccion de un libro
de texto sobre la diferencial. Ademas, se avanzd sobre las relaciones con otros conceptos-
definiciones y sus potenciales conflictos epistémicos y cognitivos. Como muestran los
resultados, la experiencia formativa ha resultado ser enriquecedora para los FPM por las

producciones, discusiones y comentarios que han realizado en la implementacion de la tarea.

Este tipo de acciones formativas permiten abordar y desarrollar la competencia y
conocimientos del FPM para el analisis de las lecciones de los libros de textos, propiciando de
esta manera que se realice un uso eficiente en el sentido de poder tomar decisiones pedagdgicas
coherentes sobre el uso y la gestion de los libros de texto segun las posibilidades y limitaciones

que presentan los mismos.
7.7 Analisis Retrospectivo del Disefio

En esta seccion se analiza todo el proceso implementado en el primer ciclo de formacion
y para ello se emplea la nocion de la idoneidad didactica Godino (2013) en sus diversas facetas
y componentes para reflexionar sobre lo sucedido y buscar potenciales mejoras para futuras

implementaciones.

Ademas, como insumo, se considerara la encuesta de opinion que han realizado los
estudiantes en cada una de las secciones de clases, a modo de valoracion de estas. Asimismo,

se tendran en cuenta los resultados que se han presentado y analizado las secciones anteriores.
7.7.1 Idoneidad epistémica y ecoldgica

A lo largo del primer ciclo formativo se han propuesto cinco tareas formativas orientadas
hacia el desarrollo de la competencia de analisis ontosemiotico en los FPM. En general, se
plantearon varias situaciones-problemas, algunos fueron problemas contextualizados en el
campo de la fisica y/o ingenieria, y, en consecuencia, en la formacion de profesores de
matematica, como asi también se ha desafiado a los FPM a realizar una analisis epistémico y
cognitivo de una leccién de un libro de texto. En este sentido, es posible afirmar que se

plantearon varias propuestas.
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Un aspecto importante por considerar es la representatividad de los significados parciales
de la diferencial, que en el disefio del ciclo se abordaron los significados parciales de la
diferencial de Leibniz y de Cauchy. Si bien, no se han trabajo con los otros significados, se han
presentado a modo de conocer que existen otros vinculados a los desarrollados en las secciones,
pero es necesario proponer nuevas experiencias formativas y disponer de mas tiempo para
estudiar los otros significados. Ademas, es importante tener en cuenta que los significados de
la diferencial intervienen y emergen de diferentes contextos de aplicacion lo que implica
diferentes niveles de complejidad ontosemiotica, en términos de generalizada y formalizacion,
de los objetos matematicos que intervienen, por tales motivos, es pertinente preguntarnos si es
posible abordar con el mismo grupo de estudiantes todos los significados de la diferencial. No
hay que perder de vista que en el uso que los estudiantes otorgan al diferencial es donde este

concepto cobra sentido para su estudio.

En las situaciones propuestas, se han establecidos varias conexiones con otros conceptos
centrales del calculo como la derivada y a integral. Ademas, se ha logrado realizar una gestion
adecuada de los conflictos epistémicos y cognitivos que han surgido en el proceso de estudio

de la diferencial.

Por otro lado, la accion formativa implementada es coherente con los objetivos del
contexto institucional dado que se trata de futuros profesores y, por tanto, se debe asegurar la
competencia para su desarrollo profesional. Asimismo, se trata de innovacion basada en la
practica reflexiva, siendo una actitud favorable hacia el desarrollo profesional del profesor
(Pochulu et al., 2016).

7.7.2 ldoneidad interaccional y mediacional

En cada una de las sesiones de la clase, el profesor recupera lo trabajo en la sesion
anterior, plantea los objetivos de la clase y hace una presentacién adecuada del tema. Las
explicaciones e institucionalizaciones estan apoyadas en el uso de diapositivas que permiten

gestionar el tiempo y sistematizar los conocimientos pretendidos.

Todas las producciones de los estudiantes han sido discutidas y analizadas en detalle
por el grupo clases en distintas instancias de puestas en comun, donde el profesor
constantemente invitaba y estimulaba a los FPM a explicar, compartir, justificar, discrepar y
cuestionar alternativas y reflexionar, aspectos valorados positivamente por los propios

participantes.
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El tiempo fue un factor que, en cierto punto condiciond la implementacién de algunas
actividades. Sin embargo, en el desarrollo de las clases se tratd de seguir el ritmo de aprendizaje
de los FPM de tal manera de poder discutir todas las producciones y resolver todas las dudas
de los FPM. Aunque, se ha logrado un gran avance en el uso competente del analisis
ontosemiotico, se considera que cada FPM tiene su propio tiempo y trayecto de aprendizaje y

para algunos no ha sido suficiente.

La investigacion estd condicionada por el ambiente real de clase, propio de las
investigaciones de disefio. Ademads, se han empleado diferentes recursos materiales y
tecnoldgicos para el desarrollo de las clases, aunque se pueden mejorar. Un aspecto importante
que destacan los FPM tiene que ver con la preparacion y organizacion de las sillas y mesas de
los estudiantes. Si bien, en la primera sesion se distribuyeron en grupos, en las restantes
sesiones del ciclo, se sentaban en forma de medialuna de tal manera que todo puedan mirar y

escuchar al compariero y observar el pizarron.
7.7.3 ldoneidad cognitiva y afectiva

Es posibles observar en las practicas personales y afectivas de los FPM que en las Tareas
1y 2 les ha resultado un poco conflictivo identificar los objetos matematicos, pero a medida
que se ha avanzado en el desarrollo de las acciones formativas, se puede apreciar como va
mejorando sus andlisis ya que realizan un uso mas eficiente de la herramienta configuracion

ontosemidtica.

En general, los FPM no han tenido muchos inconvenientes para reconocer las practicas
matematicas y sus intencionalidades. Pero en la identificacion de los objetos matematicos, el
que sigue siendo un reto es reconocer las proposiciones y argumentos. Se considera, a partir de
los resultados, que una posible causa de esta dificultad podria ser que en la mayoria de los
analisis ontosemidticos realizados por los FPM, las proposiciones y argumentos no estan
escritos de manera explicita, lo que implica un cierto grado de complejidad reconocerlos. Pero,
como se destacO en el andlisis de la implementacion, estos objetos cumplen funciones
importantes en el progreso de una resolucién, se considera que, con mas tiempo y experiencias

formativas, los FPM podran superar estas dificultades.

Por altimo, se destaca en las valoraciones de los FPM que el ambiente de las sesiones
de clases fue agradable, ya que el profesor alentaba a la participacion de todos, se respectada

el intercambio de ideas y se considera al error como una oportunidad para aprender.

7.8 Sintesis y Conclusiones
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En este capitulo se ha descripto, analizado, explicado y valorado un disefio aplicado en
un curso del profesorado de matematicas, para desarrollar la competencia de analisis
ontosemiotico. Los resultados y evidencias que se han mostrado permiten afirmar que se ha
logrado iniciar y progresar en el uso competente de la herramienta configuracion ontosemiotica
de practicas, objetos y procesos, propuesta en el marco del EOS. Si bien, existen varios puntos
a mejorar, se considera que se ha logrado un progreso importante en el desarrollo de la
competencia, teniendo en cuenta que uno de los factores que propicié este avance es debido a
las circunstancias contextuales y caracteristicas particulares de los FPM, ya que disponen de
conocimientos previos con relacion al EOS por los trabajos que realizan el marco de la catedra

donde se implementa el ciclo formativo.

Las reflexiones sobre los procesos de ensefianza y aprendizaje de los significados
parciales de la diferencial implican un cierto nivel de complejidad propio de la complejidad
ontoldgica y semiotica de la diferencial, aspecto que se ha remarcado en el Capitulo 1, seccion
1.1.3 donde se presentan varios modelos de significados que intentan explicar los principales
usos de este concepto. En esta direccion, se considera que el modelo ontosemiético de los
significados parciales de la diferencial (Verony Giacomone, 2021), constituye una herramienta
potente para el disefio, implementacion y valoracion de ciclos de formacion como se han
desarrollado en este capitulo de la tesis. En la actualidad, siguen surgiendo investigaciones en
el campo de la didactica del célculo y la fisica, donde se plantean nuevas categorizaciones sobre
los usos que realizan los estudiantes de la diferencial en diferentes problemas vinculados a la
derivaday a la integral, por ejemplo algunas investigaciones que dan cuenta de la complejidad
en el aprendizaje la diferencial en relacion con la integral son: Bueno et al., (2022), Jones y Ely
(2023), Nilsen y Knutsen (2023), Oehrtman y Simmons (2023), Stevens y Jones (2023), entre
otros. Estos estudios, nos permiten afirmar la importancia de seguir ampliando y aplicando el
modelo de significados de referencia de la diferencial y de proponer nuevas experiencias
formativas en diferentes carreras de matematica, fisica, ciencias experimentales e ingenierias.
En esta direccién, se ha comenzado con algunas implementaciones en las carreras de ingenieria
quimica e ingenieria en alimentos, como se puede apreciar en el articulo de Verédn, Giacomone
y Benitez (2022).

Por ultimo, una cuestion importante para tener en cuenta es que estos logros son
posibles en la medida que se disefien e implementen una diversidad de experiencias formativas,
ya que, con actividades aisladas, resultara dificil abordar el desarrollo de las competencias

profesionales de los FPM.
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Capitulo 8: Desarrollo de la Competencia de Analisis y Valoracion de la

Idoneidad Didactica en Futuros Profesores de Matematicas

Una parte del contenido de este capitulo aparece publicado en:

Veron, M. A. y Giacomone, B. (2022). Analisis de la idoneidad didactica de un libro de texto
para el estudio del diferencial. En Actas del Primer Congreso Internacional de Didactica de la
Matematica. CIDIDMAT 2022 (Virtual). Aceptado

8.1 Introduccion

Muchas investigaciones en educacion matematica plantean la reflexion sobre la practica
docente como una competencia clave para el crecimiento y desarrollo profesional, y para la
mejora de la ensefianza. En esta direccion, diversos trabajos de investigacion han desarrollado
y aplicado la nocion de idoneidad didéactica como una herramienta que orienta la reflexion de
los procesos de estudio en la formacion de profesores (Barboza y Castro, 2022; Burgos, 2020;
Breda et al., 2017; Castillo y Burgos, 2022; Giacomone, 2018; Hummes et al., 2019, Seckel y
Font, 2020; etc.).

En este capitulo se describe, analiza y valora el disefio, implementacion y valoracion
del segundo ciclo de formacién orientado al desarrollo de la competencia de anélisis y
valoracion de la idoneidad didactica en futuros profesores de matematica (FPM), y para

lograrlo, nos planteamos la siguiente pregunta de investigacion:

¢Qué tipo de acciones formativas seria necesario y posible implementar en un
programa de formacion para promover en los futuros profesores el conocimiento y uso
competente de herramientas para la reflexion sistemética sobre procesos de estudio de la

diferencial?

En este capitulo nos centraremos en el desarrollo de la competencia de analisis y
valoracion de la idoneidad didactica en los FPM (Godino et al., 2017), cuya competencia forma
parte de una competencia general del profesor de matematicas de disefio e intervencion

didactica, como se ha desarrollado en el Capitulo 2, seccion 2.1.6.

8.2 Caracteristicas Generales del Ciclo Formativo
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El segundo ciclo formativo se implement6 durante el afio 2022, en 3 sesiones de dos
horas y media cada una, en el ambito del curso Seminario de Didactica de la Matematica.
Participaron 15 estudiantes, futuros profesores, que estaban cursando el cuarto afio de la carrera
de Profesorado de Educacion Secundaria en Matematica de un Instituto Superior de Formacion
Docente de Argentina.

Los participantes tienen conocimiento sobre algunas herramientas de EOS y sobre la
perspectiva ontoldgica y semidtica que adopta el enfoque. Han participado recientemente al
primer ciclo de formacion sobre el “Desarrollo de la competencia de analisis ontosemiotico”
descripto en el Capitulo 7 de la tesis. Ademas, durante el ciclo lectivo 2022 los estudiantes han
participado en un taller sobre la reflexion del profesor de matemética donde se introdujo la

nocion de idoneidad didactica, sus facetas y componentes a través de actividades.

A modo de sintesis, se presenta la trayectoria didactica propuestas para el segundo ciclo

de formacion desarrollado en los FPM, como se puede apreciar en la Figura 8.1.

Figura 8.1
Trayectoria didactica para del segundo ciclo de formacién en los FPM

Competencia de Analisis y Valoracion de la Idoneidad Didactica

Sesion 5 Sesion 7
. @ Tareas, 7yE " Facetasdela | a Tarea 11
Facetas epistémica

y cognitiva d Faf:;t:s d: !a . Idil:tneu:!aad E'da_':'ca Facetas de la
Analisis Idonei EII' Di ili.:tll:a Valoracion .E videos \doneidad Didactica
ontosemiotico Valoracidn de libro educativos Valoracidn de todo el

de texto y situacion

e proceso formativo
B FPrimer ciclo de \ problema ) | Sesidn 6 " J
formacion Tarea 9y 10

8.2.1 Cronograma del proceso formativo
En la siguiente Tabla 8.1 se muestra el cronograma de la experiencia formativa.

Tabla 8.1

Distribucién de los encuentros del segundo ciclo de formacién

Encuentro Fecha Tiempo
ler 21 de octubre de 2022 2,5 horas
2do 28 de octubre de 2022 2,5 horas

3er 11 de noviembre de 2022 2,5 horas
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8.2.2 Organizacion de las actividades por encuentro

Las tareas de este segundo ciclo formativo estan numeradas continuando con orden del

ciclo formativo anterior ya que estan relacionadas.
8.2.2.1 Primer encuentro

Discusion Tarea 5: Se retoma la Tarea 5 del primer ciclo de formacién. El objetivo es

identificar las posibles facetas involucradas en un proceso de estudio.

Tarea 6: Construccion de criterios de idoneidad didactica. El objetivo es construir, a
partir de la discusion conjunta, un sistema de componentes e indicadores de idoneidad didactica
para cada una de las facetas previamente identificadas. Se pretende obtener criterios de

idoneidad especificos para la valoracion de un proceso de estudio sobre la diferencial.

Tarea 7: Analisis y valoracién de la idoneidad didactica de un caso especifico. Se utiliza
como caso el problema de célculo de la masa el cuél fue resuelto analizado en el ciclo anterior.
Se analizo en término de identificacion de practicas elementales, objetos y procesos implicados

en tales practicas.

Puesta en comin Tarea 7: el objetivo es establecer relaciones entre las preguntas

anteriores y los indicadores construidos por los estudiantes.

Tarea 8: Lectura de un texto. Se propone como tarea individual la lectura del articulo
Indicadores de la idoneidad didéctica de procesos de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas (Godino, 2013). El objetivo es institucionalizar las nociones que van surgiendo

en las actividades anteriores presentando una herramienta tedrico-metodoldgica especifica.
8.2.2.2 Segundo encuentro

Discusion de la Tarea 8: El objetivo es discutir las potencialidades de la herramienta
de idoneidad didactica que propone el EOS y enriquecer los criterios que mencionaron los

estudiantes en la Tarea 6.

Presentacion y discusion de la GVID-Diferencial (Veron, Giacomone y Pino-Fan,
2023): Se realiza una presentacion y se discuten los indicadores especificos de la guia para la

valoracion de los procesos de estudio en torno a la diferencial.

Tarea 9: Analisis y valoracion de la idoneidad didactica de dos videos educativos para
el estudio del diferencial utilizando la GVID-Diferencial. Se utiliza como caso de aplicacion el

analisis de dos videos online con el objetivo de reflexionar sobre la importancia de identificar
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videos que podrian o no recomendar a sus estudiantes. En el analisis puede surgir la necesidad

de utilizar criterios mas especificos que podrian tenerse en cuenta a la hora de valorar videos.

Lectura complementaria: articulo de la GVID-Diferencial (Veron, Giacomone y Pino-
Fan, 2023).

8.2.2.3 Tercer encuentro

Discusion de la Tarea 9: se pone en discusién y dialogo algunas respuestas
representativas de los FPM sobre cada una de las facetas, componentes, subcomponentes e
indicadores de los dos videos. Se establecen conclusiones en relacion con cada una de las

facetas.

Tarea 10: el objetivo de esta tarea es realizar una sintesis de las valoraciones que han
realizado los FPM sobre cada uno de los videos mediante la asignacion de una puntuacion a

modo de valorar el grado de idoneidad de cada video educativo.

Discusion de la tarea 10: se comparten los argumentos que expresan los FPM para la

seleccion y asignacion de puntajes de los videos educativos.

Tarea 11: Valoracion de la idoneidad didactica del proceso formativo que los
estudiantes vivieron con esta experiencia. En este caso, los estudiantes deberan valorar cada
una de las facetas implicadas, desde sus propias perspectivas poniendo en funcionamiento las
herramientas tedricas estudiadas. El objetivo didactico es evaluar la competencia de analisis y
valoracion de la idoneidad didactica de los participantes. El objetivo del investigador es obtener
informacion adicional que sirva para el analisis retrospectivo de todo el ciclo formativo, en

particular, sobre la faceta cognitivo-afectiva

Cierre del ciclo formativo: se presentan y se relacionan todas las tareas del ciclo
vinculando con las herramientas del EOS, los significados parciales de la diferencial y los

andlisis realizados.

8.2.3 Recogiday analisis de los datos
Como instrumentos de recogida de informacion se dispone de los siguientes elementos:
— respuestas escritas de las actividades grupales e individuales realizadas en clase;

— grabacién en audio de todas las sesiones del curso (favoreciendo la interpretacion de
las observaciones registradas y el desarrollo del curso en la etapa de analisis

retrospectivo);
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— registro fotogréafico de las producciones de los FPM en el pizarrén
Encuesta de opinion

Con la finalidad de recoger informacion adicional para este analisis, los estudiantes
tenian que cumplimentar una encuesta de opinion anénima sobre los siguientes aspectos, para

cada tarea:
Consigna

Realice una valoracion de cada uno de los siguientes puntos referido a las tareas

realizadas
1) Claridad de la tarea y de las consignas.

2) Adecuacion de la metodologia seguida (forma de trabajo, explicaciones del

profesor).
3) Grado de motivacion e interés suscitado por las actividades.
4) Nivel de aprendizaje logrado.

5) Grado de pertinencia global del taller para tu formacién como profesor de

matematicas.

Cada item debia ser valorado seglin una escala de [1-5], siendo 1: valor minimo y 5: valor
méaximo. Ademas, los estudiantes podian afadir cualquier comentario que considerasen

pertinente.
8.3 Fasesy Metodologia de Implementacion

8.3.1 Fase 1. Aproximacion de las facetas y componentes de la idoneidad didactica para
el estudio del diferencial

En esta fase se busca recuperar los significados personales de los estudiantes en relacion

con la nocion de idoneidad didactica, sus facetas y componentes mediante la Tarea 5.

Luego se pretende avanzar en la discusion de la herramienta de reflexion de la idoneidad
didactica avanzando en la particularizacion de los criterios para el estudio del diferencial. Este
proceso se realizara a partir de las experiencias previas y los significados personales que han

vivido y construido los estudiantes con la Tarea 6.

8.3.2 Fase 2. Uso de los criterios para analizar y valorar la idoneidad didactica de un

problema
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En esta fase se plantea la aplicacion de la herramienta de reflexién, la guia de valoracion
de la idoneidad didactica propuesta por Godino (2013) para el analisis y valoracién del

problema del calculo de la masa (Tarea 7).

8.3.3 Fase 3. Uso de la GVID-Diferencial para el analisis y valoracion de videos

educativos

En esta fase se plantea la herramienta de la GVID-Diferencial para la reflexion del
futuro profesor sobre un proceso de ensefianza y aprendizaje de la diferencial a partir del

analisis y valoracion de dos videos educativos (Tarea 9).
8.3.4 Fase 4. Evaluacion

Primero, se plantea la Tarea 10 donde los FPM tienen que asignarles una puntuacién a
los videos educativos segun una escala del grado de adecuacion de la idoneidad didactica y

expresar sus argumentos.

Segundo, se plantea la Tarea 11 donde los FPM tiene que realizar una valoracion de
todo el ciclo formativo con el objetivo de efectuar una reflexion global de todo el proceso de

instruccion experimentado y para recopilar informacion para futuras implementaciones.

Por ultimo, cada una de las tareas implementadas se analizaron a priori con el objetivo
de gestionar la clase, la puesta en comun y los potenciales conflictos de aprendizaje. Al final
de toda la implementacidn, se realizé un analisis retrospectivo de todo el ciclo formativo con

el objetivo de identificar puntos de mejora y tomar decisiones para futuras implementaciones.
8.4 Disefio de Tareas. Analisis a priori

En esta seccion se presentan los analisis a priori de las actividades formativas disefiadas
para abordar y propiciar con los FPM el desarrollo de la competencia de analisis y valoracion
de la idoneidad didéctica.

A modo de sintesis, se presenta a continuacion una Tabla 8.2 donde se describen para
cada consigna de las tareas del ciclo formativo los tipos de conocimientos didactico-
matematicos implicados y las competencias profesionales de los FPM que interviene en las

mismas.
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Tabla 8.2
Competencias y conocimientos didacticos-matematicos implicados en cada tarea del segundo

ciclo de formacion

Tipos de .
L Competencias
. conocimientos .
Tarea Consigna x profesionales de los
didacticos-
Lo FPM
matematicos
1) Intencion didactica de la leccion del Epistemica,
. Cognitiva e
libro de texto .
Interaccional
2) ldentificar précticas matematicas de Epistémica
la leccion del libro de texto P
3) Reconocer los objetos matematicos
intervienen y emergen en de la leccion Epistémica
el libro de texto Competencia de andlisis
4) Reconocer procesos intervienen en e petenc
gt . Epistémica y valoracion de la
la leccion del libro de texto ) . o
6 e - idoneidad didactica de
5) ¢Qué significado parcial del - .
’ . ! S una leccion de un libro
diferencial se pretende trabajar en la Epistémica
. . de texto
leccién del libro de texto?
6) Identificar potenciales conflictivos o .
' Epistémica-cognitiva
para los estudiantes.
7) Para hacer un anélisis de una Eplste_n)lca,
. . cognitiva,
leccidn de un libro de texto, que otros . .
. . interaccional,
aspectos consideras que se deberia . .
tener en cuenta mediacional, afectiva
y ecoldgica
Epistémica, . e
. e - - . Competencia de analisis
Realizar un analisis y valoracion de la  cognitiva, afectiva, -
. . N : . y valoracion de la
7 idoneidad didactica del problema de interaccional, ‘doneidad didactica d
calculo de la masa mediacional y idoneicad didactica de
. una actividad
ecologica
E_p_lstemlca,_ Discusion de las facetas,
. . cognitiva, afectiva,
Lectura y dialogo del texto de Godino - - componentes e
8 interaccional, - . .
(2013) mediacional indicadores de idoneidad
lonaly didéctica
ecoldgica
Realizar un analisis y valoracion de la .
. - R Epistéemica,
idoneidad didactica de cada uno de los e .
. - cognitiva, afectiva,
videos utilizando la GVID- ’ .
9 . . interaccional,
Diferencial, argumentando su L . e
Y . mediacional y Competencia de analisis
respuesta e indicando, en lo posible, la ecolbaica valoracion de la
evidencia y/o tiempo del mismo g y valo s
Epistémica idoneidad didactica de
A partir del analisis y valoracion que P . dos videos educativos
. . T cognitiva, afectiva,
has realizado de los videos, ¢cual ? .
10 ; ; , interaccional,
recomendarias a tus estudiantes?, ;por .
U medlauo_nal y
que: ecoldgica
Utilizando la GVID-Diferencial, E_p_lstemlca,_ Competer_pla de analisis
11 cognitiva, afectiva, y valoracion de la

realizar una valoracion de la

interaccional,

idoneidad didactica de
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idoneidad didactica de todo el proceso mediacional y las clases del proceso
formativo ecoldgica formativo

8.4.1 Tarea 6. Aproximacion a la valoracion de la idoneidad didactica de una leccion de

un libro de texto
Consigna

A partir de los discutido en la Tarea 5 ¢qué facetas, componentes y criterios de
idoneidad didactica se pueden identificar en el analisis de la Tarea 5?

Aclaracion: se les brindara una tabla a modo de organizar la informacién que recuperan

Facetas Criterios Analisis y valoracion

8.4.1.1 Andlisis a priori de la Tarea 6

En la Tarea 5 se solicita a los FPM que realicen un analisis epistémico y cognitivo de
practicas, objetos y procesos que intervienen en una configuracién didactica formada por un
fragmento del libro de texto de Calculo de Stewart (2012). Sin embargo, en la Tarea 6 se los
lleva a volver sobre la tarea anterior, pero con nuevos lentes para reflexionar sobre las facetas,
componentes y criterios de idoneidad didactica que pueden recuperar de sus conocimientos

previos e identificar en la leccion del libro de texto.

Teniendo en cuenta que la Tarea 5 forma parte del primer ciclo de formacion, el analisis
a priori en relacién con las practicas, objetos y procesos implicados en la leccién del libro de
texto se encuentra desarrollado en la seccion 7.5.14 del Capitulo 7. En el andlisis anterior, se
identifican indicadores vinculados a la faceta epistémica como los significados institucionales
(practicas, objetos y procesos matematicos), las relaciones con otros conceptos y potenciales
conflictos epistémicos. Ademas, se avanza sobre algunos indicadores vinculados a la faceta
cognitiva, que tiene relacion principalmente con posibles interpretaciones y representaciones

de los estudiantes que podrian generar un potencial conflicto cognitivo.

En los items de la consigna de la Tarea 5, es posible advertir las facetas de la idoneidad

didactica involucrada en cada item, como se puede apreciar en la Tabla 8.2. Si bien, la mayoria
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apunta al estudio de la faceta epistémica, también es posible observar en la leccion del libro de
texto aspectos vinculados a las facetas cognitiva afectiva, interaccional, mediacional y
ecologica. En este sentido, a continuacion, presentamos una breve sintesis del analisis y
valoracion de la idoneidad didactica de las cuestiones méas importantes de la leccion del libro
de texto, teniendo como punto de partida el analisis a priori que se ha realizada para esta tarea

en el capitulo anterior.

En relacién con la faceta cognitiva, no es posible observar en la leccion del libro de
texto el grado de adecuacion de la mayoria de las componentes de esta faceta ya que no se
observan las practicas personales de los estudiantes, sin embargo, es posible advertir algunas
cuestiones relacionadas a los conocimientos previos necesario para trabajar con la leccion,
como funcion, derivada, variable, cociente, nimero real, ecuacion, entre otros. También,
existen potenciales conflictos epistémicos y cognitivos, los cuales se han analizado en el
capitulo anterior, que tiene estrecha relacion con el uso del lenguaje simbdlica y sus

interpretaciones.

Un aspecto importante para destacar de la leccion del libro de texto es que se menciona
que las aproximaciones lineales se relacionan con los diferenciales, pero no es claro cual es la
relacion que pretende establecer la leccion, por tales motivos se considera un potencial

conflicto cognitivo.

Por otro lado, no se observan en la leccion del libro de texto elementos vinculados a la
faceta afectiva, en parte, debido al recorte del fragmento de la leccion en estudio. Sin embargo,
es posible advertir algunos elementos de la faceta interaccional vinculado a la organizacién de
la configuracion didactica, en particular, e posible observar que la intencion es, por un lado,
presentar y definir a los diferenciales dx y dy, y, por otro lado, se pretende establecer

conexiones con la derivada.

Sobre la faceta mediacional, es posible mencionar que en este caso se utiliza un recurso
que constituye un fragmento de una pagina de un libro de texto, donde se pueden incluir otros
recursos como audiovisuales o softwares para potenciar el desarrollo de la competencia

matematica de los estudiantes.

Por ultimo, respecto a la faceta ecologica, se observa que la propuesta plantea
conexiones intra-matematicas con los conceptos de derivada, funciones, ecuacion, variable y
la razon. Ademas, la leccion del libro de texto se corresponde con propuestas enmarcadas en

el disefio curricular de un profesor de matematica, fisica y de ingenieria.
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En sintesis, la intencion didactica de la Tarea 6 es recuperar los significados personales

de los estudiantes en relacion con la nocién de idoneidad didactica, sus facetas y componentes.
8.4.2 Tarea7
Consigna

A partir de lo desarrollado en la primera clase donde se trabajé con el problema del

calculo de la masa, se pide:

a) Realizar comentarios valorativos indicando y argumentando sobre el proceso de

ensefianza y aprendizaje en cada una de las facetas de la idoneidad didactica.
b) Indicar qué cambios propondria para argumentar el grado de idoneidad.
Aclaracion: utilizar la siguiente tabla de guia (ver en Anexo 2)
8.4.2.1 Anadlisis a priori de la Tarea 7

El andlisis y valoracion de las facetas de la idoneidad didactica de la situacion problema
del célculo de la masa de la primera clase se ha analizado en detalle los conocimientos
didactico-matematicos implicados en el analisis a priori y a posteriori de la implementacion
del mismo en el Capitulo 7, donde se identifican las practicas, objetos, procesos matematicos,

relaciones y potenciales conflictos epistémicos y cognitivos.

Ademas, en el Capitulo 6, se analiza la idoneidad didactica del mismo problema que se
presenta en la leccion del libro de texto de Salinas et al. (2012), cuyo estudio constituye en
parte, el andlisis a priori de esta tarea. Asimismo, en el andlisis retrospectivo del Capitulo 7, se
reflexiona desde la idoneidad didactica en relacion con la implementacién de las primeras
sesiones y el desarrollo de la competencia de analisis ontosemiotico. Por tales motivos, para
evitar repetir la misma informacidn, se considera que los estudios realizados en los capitulos y

secciones anteriores seran utilizados como analisis a priori de la Tarea 7.
8.4.3 Tarea8
Lectura para la casa del texto Godino (2013):

Godino, J. D. (2013). Indicadores de la idoneidad didactica de procesos de ensefianza y
aprendizaje de las matematicas. Cuadernos de Investigacion y Formacion en Educacion
Matematica, (11), 111-132.
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La lectura y andlisis a priori del texto de Godino (2013) pretende identificar, reconocer
y fortalecer el estudio de los indicadores de idoneidad didactica para la valoracién de diferentes

propuestas para la ensefianza y aprendizaje de la matematica.

A partir de la identificacion de los indicadores especificos de cada una de las facetas de
la idoneidad didactica, es posible avanzar hacia el estudio de la particularizacion de los
indicadores hacia un concepto en particular, como la diferencial de una funcion, cuyo resultado
se ve plasmado en la Guia de Valoracion de la Idoneidad Didactica de procesos de estudio de

la Diferencial (GVID-Diferencial) (Veron, Giacomone y Pino-Fan, 2023).
8.44 Tarea9

Consigna

Vamos a considerar los siguientes videos educativos:

Video 1: https://www.youtube.com/watch?v=J5COVIWX8FU

Video 2: https://www.youtube.com/watch?v=IfoekgD8v2A

a) Realizar un analisis y valoracion de la idoneidad didactica de cada uno de los videos
utilizando la GVID-Diferencial, argumentando su respuesta e indicando, en lo posible,

la evidencia y/o tiempo del mismo (ver tabla en Anexo 4).

b) En la casilla “otros comentarios” se pueden incorporar aspectos que podrian no estar

incluidos en la guia.
c) Mencionar posibles mejoras para aumentar el grado de idoneidad de cada faceta.

Aclaracion: en el Anexo 3 se encuentra la tabla que utilizaron los FPM para realizar la

valoracion y en el Anexo 4 esta la GVID-Diferencial que utilizaron los FPM.
8.4.4.1 Andlisis a priori. Valoracion de la Idoneidad Did4ctica del Video 1

A continuacidn, se presenta una sintesis de la valoracion de cada una de las facetas de

la idoneidad didactica del video 1.
8.4.4.1.1 Faceta Epistémica

En relacion con la situacion problema, es posible advertir que en el video 1 la propuesta
de la leccidn intenta establecer una definicion (conceptualizacion) para los diferenciales dx y

dy, considerandolos como variables y como cantidades muy pequefias. Ademas, se propone
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establecer relaciones con la derivada e interpretar los diferenciales en una representacion

gréfica.

En la leccion del video 1 se utilizan diferentes tipos de lenguajes; natural, con el uso de
término como diferencial, infinitesimal, muy pequefio, formula, aproximacion, “entidad tinica”
(ver Figura 8.2); simbolico, algebraico y funcional, con las expresiones como
f,dx,dy, Ax, Ay, ;t,f’(x),Z—i’ % = f'(x),dy = f'(x) - dx; grafico y geométrico con la
representacion de la funcion, recta tangente y los diferenciales en un sistema de ejes
coordenados. Ademas, se destaca que los términos que se utilizan para describir a los
diferenciales son adecuados para los estudiantes que son FPM, y se plantea, en un determinado
momento, una situacion de expresion e interpretacion de los diferenciales desde dos puntos de
vistas, como una variable que puede tomar valores reales, pero también se puede representar

graficamente como una cantidad muy pequefa.

Figura 8.2

Conflictos epistémicos y cognitivos en el video 1
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Fuente: (Critigo92, 2019, 3m1s)

Los conceptos-definiciones que intervienen en la leccion del video 1 son: diferenciales,
cantidad, infinitesimales, incrementos, variables, valor real, cociente, producto, funcién,
derivada, recta tangente, aproximacion lineal, distancia, entre otros. Estos conceptos son
adecuados para el nivel educativo de los FPM. Ademas, es posible advertir determinados
momentos, como al principio donde el autor del video 1 plantea una situacion en la pone en
discusion las interpretaciones sobre los diferenciales y su representacion simbdlica, con lo cual
es posible afirmar que, en cierta medida, en la leccion del video se intenta generar o0 negociar

definiciones e interpretaciones sobre la diferencial.

En la leccion del video 1, se observan varias proposiciones, algunas se encuentran

dy

escritas como “—
dx

es una unica entidad”, “dx y dy no tienen significado propio” (ver Figura
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8.2), “dx se define como una variable independiente” (ver Figura 8.3) entre otras, y algunas se
pueden identificar en el discurso, como por ejemplo “El verdadero cambio en la funcion es
muy parecido al cambio en la linealizacion” o “dy es una magnitud infinitesimalmente
pequeiia”. Ademas, es posible observar que se utiliza el lenguaje simbdlico y algebraico para

establecer relaciones entre la derivada y la diferencial en la ecuacion dy = f'(x) - dx.

Figura 8.3

Representacion geométrica de los diferenciales en el video 1
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Sobre los procedimientos, se observa que menciona la secuencia de practicas que se
necesitan realizar para establecer que el cociente de diferenciales es igual a la derivada.

También, se explica como se determina graficamente una representacion geométrica de dy.

Los argumentos que se presentan para justificar y validar las proposiciones y
procedimientos, la mayoria son adecuados para los FPM, sin embargo, no se explica porque se
expresa la dy como un producto de la derivada y dx. Asimismo, se emplean representaciones
geomeétricas para apoyar y reforzar las explicaciones y argumentaciones. Por ultimo, se puede
agregar que la leccidn intenta, en cierta medida, plantear una situacion de discusiéon y
justificacién de porque con las derivadas los diferenciales no tienen significado propio, pero

luego si adquieren significado.

En la leccion del video 1, se establecen relaciones entre dos consideraciones de la
diferencial; por un lado, son definidos como variables; pero, por otro lado, se los trata como
cantidades infinitesimales en la representacion geométrica (ver Figura 8.3). Ademas, se

establecen conexiones entre la diferencial y la derivada.

Varios procesos matematicos intervienen en la leccion del video 1; la

conceptualizacion, se produce al establecer las definiciones de la diferencial; el proceso de
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representacion y comunicaciéon mediante las expresiones simbolicas que identifican y
relacionan a la diferencial; la particularizacion, al representar geométricamente en un sistema

de ejes coordenados; y la generalizacion al plantear que los diferenciales son variables.

Sobre los conflictos epistémicos, en el video, se observar como el autor aborda un

potencial conflicto epistémico vinculado principalmente al lenguaje y a la interpretacion de

C‘d_y

es una unica
dx

este por los estudiantes (conflicto cognitivo), ya que al mencionar que

entidad”, genera un conflicto con los conocimientos previos de los FPM, ya que se dice que no
es un cociente, pero se escribe como uno. Ademas, resulta que no es un cociente para la
derivada, pero si representa un cociente para los diferenciales, si bien cambia la interpretacion
y lectura, no cambia la representacion simbolica. Por otro lado, se genera un conflicto
epistémico al escribir que “dx y dy no tienen significado propio” (ver Figura 8.2), siendo que
en minutos posteriores al video si adquieren significados como variables. De esta manera se
observan discordancias en el discurso del autor, que, si bien son retomados y considerados por
el autor, de todas formas, se considera que es necesario nuevas instancias de reflexion sobre
estos conflictos que son propios del estudio de la diferencial. Con esto no queremos decir que
hay que ocultarlos o tomar una posicion, sino que es necesario generar mas instancias de trabajo
con los FPM sobre estos potenciales conflictos epistémicos proponiendo espacios para que los
estudiantes comparten sus interpretaciones y sentidos sobre la diferencial (Veron, Giacomone
y Pino-Fan, 2023).

A partir de esta valoracion, es posible afirmar que la faceta epistémica tiene un grado
de idoneidad media alta. Para esta valoracion se utiliza la misma escala que utilizan los FPM

en la Tarea 10.
8.4.4.1.2 Faceta Cognitiva

En un video educativo donde solo interviene una persona que pretende explicar un
contenido matematico, resulta imposible observar las practicas personales de los estudiantes,
que serian los receptores del video. Pero, no obstante, es posible reconocer determinadas
caracteristicas vinculadas a los indicadores de la faceta cognitiva. Por tales motivos, es posible
afirmar que, a partir de la organizacion e intervenciones (preguntas) que plantea el autor, en
cierto punto, se tiene en cuenta los potenciales aprendizajes de los estudiantes ya que el proceso
de instruccidn se organiza de tal manera que se tiene presente la compresion del estudiante, ya
que, en reiteradas oportunidades, el autor, intenta establecer relaciones, propone nuevas

explicaciones, retoma su propio discurso, etc.
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Se dedica una gran parte del video 1 a las relaciones o conexiones de la diferencial con
la derivada y a sus significados, generando de esta manera situaciones para diferenciar y
relacionar la diferencial con otros conceptos, como la derivada, aproximacion lineal, recta

tangente. Por tales motivos, en cierto punto, se propone un aprendizaje del tipo relacional.

En relacion con los conocimientos previos, se consideran que se tienen en cuenta ya
que, en un momento del video se menciona que “la diferencial se relaciona con la linealizacion
como hemos visto en otro video”. Ademas, se utilizan diferentes registros de representacion
semidtica para la comunicacion de las ideas matematicas como graficos, expresiones

coloquiales y simbdlicas.

Por otro lado, como se ha mencionado en la faceta anterior, los conflictos cognitivos
que emergen de la leccion del video estan relacionados directamente con las interpretaciones y
los conflictos epistémicos. Pero, e posible agregar, que considera el error y/o confusion en las
interpretaciones como una fuente de aprendizaje, ya que al principio genera una situacion al
expresar “Pero como Ceristi, jte vas a contradecir!, No muchachos”, donde se intenta poner en

discusion las interpretaciones del cociente de diferenciales.
En sintesis, se considera que la faceta cognitiva tiene un grado a idoneidad media baja.
8.4.4.1.3 Faceta Afectiva

En la leccion del video es posible identificar el uso de términos o expresiones en el
discurso que, en cierto punto, constituyen aspectos motivacionales. Por ejemplo, se parecia la
utilizacion de las expresiones como jrayos! como una expresion de respuesta a alguna accién
contradictoria. También, encontramos frases como “Pero como Cristi, jte vas a contradecir!,
No muchachos”, donde se puede apreciar que el autor utiliza diferentes recursos del lenguaje
para incluir cuestiones que potencien las emociones de los receptores del video, y en

consecuencia, se potencie la autoestima y se evite el rechazo hacia las matematicas.

Ademas, se aprecia en el discurso del video, que el tono de voz, las palabras utilizadas,
las frases que se menciona permiten generar, en cierta medida, una actitud de flexibilidad hacia

la exploracion de ideas y se genera un ambiente que invita a participar al estudiante.

Por otro lado, al comienzo de la leccién del video 1, se recupera algunas creencias
vinculadas a la interpretacion y lectura de la derivada como entidad Gnica y como cociente de

diferenciales.
Por ultimo, el grado de idoneidad afectiva es media.
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8.4.4.1.4 Faceta Interaccional

En relacion con la componente interacciones docente-estudiantes, es posible destacar
del video varias cuestiones; primero que se aprecia la organizacion de las configuraciones
didacticas estan planificadas y se reconoce la secuencia de los momentos donde se van
incorporando nuevos objetos matematicos para avanzar el desarrollo de la leccion. Ademas, se
realiza una presentacion clara y ordenada de los conceptos-definiciones vinculadas a la
diferencial, intentando establecer relaciones con, por ejemplo, la derivada y sus
interpretaciones. Asimismo, se utiliza en el discurso varias preguntas retoricas y
argumentativas que invitan a reflexionar sobre la consideracion del cociente de diferenciales y

a cada uno de los diferenciales.

La utilizacion de recursos retoricos y argumentativos por el autor del video 1, genera
en un cierto punto, una invitacion a los estudiantes (receptor del video), para poner en dialogo
sus interpretaciones, dudas y realizar conjetura en relacion con las actividades propuestas

(interaccidn entre estudiantes).

Por Gltimo, se aprecia que las configuraciones didacticas que intervienen en el video 1,
tienden a ser del tipo dialdgica, aunque no se manifiesten las practicas personales de los
estudiantes, el autor del video organiza su presentacion y plantea una actitud de apertura al
didlogo sobre las ideas con relacion al estudio de la diferencial, contemplando de esta manera
un cierto grado de la componente evaluacion formativa de la GVID-Diferencial. En sintesis,

se considera que el grado de idoneidad interaccional es media.
8.4.4.1.5 Faceta Mediacional

En la leccién del video 1 se aprecia la utilizacion de varios recursos digitales y
tecnoldgicos, como una pizarra digital, un graficador para la representacion grafica que se
encuentra en la pantalla. Ademas, se emplean diferentes colores en la en la escritura y

sefialamiento de los objetos, lo que genera un ambiente mas agradable su visualizacion.

Sobre la distribucion del tiempo de ensefianza y aprendizaje, se considera que es
adecuada ya que en la presentacion cada momento de ensefianza tiene un tiempo designado,
donde la explicacion no es acelerada, sino que el autor del video 1, describe, explica y hace las
pausas necesarias para trazar, escribir y realizar los comentarios, lo que se considera adecuado

para el nivel educativo al cual se dirige, en este caso, para los FPM.
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Se podria mejorar la utilizacion con un editor de texto para que la escritura de las
palabras sea mas accesible para todos, aunque se puede leer sin inconvenientes. También, se
podria utilizar un graficador para realizar los trazos perpendiculares y paralelos con mayor

precision, en lugar de hacerlos a mano alzada.
En sintesis, se considera que el grado de idoneidad mediacional es media baja.
8.4.4.1.6 Faceta Ecoldgica

La propuesta de la leccion del video 1 es adecuado para los disefios curriculares de las
carreras que tengan a la materia calculo 1 o analisis matematica 1 entre sus materias, estas
carreras pueden ser el profesorado de matematicas, licenciatura en matematicas, y en menor
medida, el profesorado de fisica e ingenieria. El grado de adaptacion de la propuesta del video
1 a las carreras varia ya que la leccién se caracteriza por plantear una propuesta didactica que
relaciona la derivada y la diferencial, pero en un contexto intra matematico, donde se observa
el uso de diferentes representaciones (geométrica, simbdlica, algebraica y funcional) pero no
presenta en sus primeros 11 minutos conexiones con otras disciplinas. Sin embargo, en los
ultimos minutos del video presenta una situacion problema, a modo de ejemplo lo cual podria

habilitar el uso del video educativa para las carreras de fisica e ingenieria.

En cierta medida, es posible mencionar que en el disefio del video 1 se han considerado
algunas innovaciones didacticas como la grabacion del propio video y el uso de recursos
digitales como la pizarra digital y un graficador.

A partir de la valoracion realizada, se determina que le grado de idoneidad ecoldgica es
bajo.

La Figura 8.4 sintetiza las caracteristicas del proceso de estudio llevado a cabo en el
video 1 para cada una de las facetas analizadas previamente. Representamos mediante el
hexagono regular el grado maximo de las idoneidades que se supone a priori. El hexagono

irregular interno representa el grado de las idoneidades efectivamente logradas.
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Figura 8.4

Valoracion de la idoneidad didactica del video 1
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8.4.4.2 Valoracion del Video 2
8.4.4.2.1 Faceta Epistémica

La situacion-problema que se plantea en el video 2 pretende “establecer la integral
definida que presente el valor exacto de la longitud de una parte de la grafica de una funcion”,
la cual se caracteriza por relacionar la diferencial con la integral, lo longitud de arco de la curva
de una funcion y la derivada. La situacion propuesta utiliza a la diferencial para modelizar y
establecer una expresion para hallar la longitud de una curva en un intervalo. Ademas, se
menciona de manera explicita en reiteradas oportunidades, con diferentes énfasis por parte del

autor, que los diferenciales dx, dy y dL son considerados como “infinitamente pequefio”.

Al observar con detalle como el autor utiliza, describe y nombra a los diferenciales que
intervienen y emergen de las practicas matematicas de la leccién, se aprecia que estos reciben
un tratamiento geométrico que es posible asociarlo con la configuracion ontosemiotica de
practicas, objetos y procesos del significado parcial de la Diferencial de Leibniz (Verén y
Giacomone, 2021), ya que dL expresa el autor que representa “un segmento de la recta (...)
infinitamente pequefio”, “representa una parte infinitesimal de la curva”, el [x,x + dx]
“subintervalo infinitamente pequefo”, Yy dy representa “el cateto vertical” en el tridngulo

diferencial o caracteristico (Bos, 1974; Kleiner, 2012), como se muestra en la Figura 8.5.
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Figura 8.5

Lenguajes utilizados en el video 2
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Continuando con la valoracion de los lenguajes, en la leccién del video 2 se observa
que se utilizan diferentes tipos para varias funciones, por ejemplo; el lenguaje natural, se utiliza
para expresar y escribir en la pantalla los pasos del decalogo que menciona el autor, ademas
del discurso donde emplea diferentes términos como “infinitamente pequefio”, “longitud de
arco”, “valor exacto”, “valor numérico”, entre otros, que cumplen la funcion de comunicar
diferentes ideas matematicas a medida que avanza con la leccion; el lenguaje geométrico, se
presenta con la representacion grafica de la funcion, el tridngulo diferencial y los segmentos
que representan a los diferenciales (ver Figura 8.5); el lenguaje simbolico, es remarcado por el
autor, principalmente cuando expresa que es necesario otorgarle un “nombre matematico” al
subintervalo infinitamente pequefio dL y que lo denomina como “diferencial longitud”; y el
lenguaje algebraico y funcional, que se puede apreciar en todas las expresiones que conforman

la leccion del video plasmada en la Figura 8.5.

Asimismo, se considera que el lenguaje empleado es adecuado para un estudiante que
cursa la asignatura de calculo o andlisis matematico, por tales motivos, es adecuado para los
FPM. Por altimo, agregamos que se plantean situaciones en las que se utiliza el lenguaje para

la expresion de las ideas matematicas en varios registros.

En relacion con los conceptos-definiciones que intervienen y emergen de la leccion del
video, estos son varios, algunos mas importante son: integral definida, diferencial como una
distancia infinitamente pequefia, derivada, longitud de un arco de una curva, triangulo

diferencial, valor numérico, leyes de los exponentes, funcion, imagen, postulado de Leibniz,
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entre otros. También, se destaca en el video que algunos conceptos cumplen determinadas
funciones que posibilitan el progreso en la resolucion de la situacién problema, y se hace
explicita cual en papel que cumple, por ejemplo, la integral definida se la considera como una
suma de todas las partes (Burgos et al., 2021). En la misma direccién, se considera a la funcién
como una correspondencia (Pino-Pan y Parra-Urrea, 2021) que se establece entre los

diferenciales que luego determinan al triangulo diferencial.

La presentacion y utilizacion de los conceptos-definiciones, se considera que es
adecuada para el nivel de los estudiantes, en nuestro caso para los FPM. Sin embargo, en la
leccién, no se aprecia que se habilite un espacio para la discusion de las interpretaciones que

pueden llegar a realizar los estudiantes sobre los diferentes involucrados.

En relacion con las proposiciones, varias de ellas se han mencionado en parrafos
anteriores y resulta interesante destacar que las mismas son presentadas por el autor del video
de manera clara y con énfasis, resaltado de esta forma su importancia para el desarrollo de la
leccion. Una proposicion importante esté relacionada con la consideracion de la curva como
una linea infinito-angular, asociado al triangulo diferencial, que en palabras de Leibniz dice
“encontrar una tangente es dibujar una linea recta que une dos puntos de la curva que tienen
una distancia infinitamente pequefia, es decir, el lado prolongado del poligono infinitoangular
que para nosotros es lo mismo que la curva” (Leibniz, 1684, p. 223, citado en Bos, 1974, p.
19).

Sobre los procedimientos, se destaca que el autor realiza una explicacion detallada de
todas las acciones y decisiones que realiza para establecer las técnicas que se deben emplear
para determinar la longitud de arco de una curva. Esta presentacion estd acompafada de los
argumentos que justifican y validan las acciones, decisiones y técnicas que utiliza en la leccion,
ya que, por ejemplo, en un momento se utiliza y explica la “leyes de los exponentes”, entre
otras situaciones. Ademas, se utiliza el lenguaje geométrico para apoyar y reforzar las

argumentaciones.

Las relaciones que se aprecian en el video 2 estan vinculadas principalmente la
diferencia con la longitud de arco de una curvay la integral definida. No obstante, se menciona
a la derivada conectado con el postulado de Leibniz, no se explica en el video. También, se
destaca como el autor relaciona los diferenciales con el tridngulo diferencial y el Teorema de

Pitagoras, de tal manera que la presentacion resulta clara y ordenada.
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En relacién con los procesos matematicos, se logra identificar varios; por un lado, el
proceso de conceptualizacion y representacién de la diferencial como una distancia o cantidad
infinitamente pequefia y, en consecuencia, es posible conceptualizar la curva como una linea
infinito-poligonal o infinitoangular, de donde emerge la representacion geométrica dl triangulo
diferencial. Ademas, se establece que la integral definida permite sumar todas las partes de

longitudes infinitamente pequefias (proceso de algoritmizacion) y se establece su

representacion simbolica L = [, dL. Ademas, se remarca la notacion que se utilizara para

denotar a los diferenciales, en particular a la diferencial longitud (proceso de simbolizacion), y
el proceso de modelizacién y generalizacion que se plantea al utilizar a los diferenciales y los
conceptos-definiciones para establecer una expresion para calcular la longitud de arco de una

curva de una funcién en un intervalo.

Un hecho didacticamente significativo, vinculado al proceso de generalizacion, es la
consideracién y mencion de la diferencial longitud, ya que en la leccion del video 2 se plantea
una funcion de correspondencia entre los diferenciales dx,dy y dL, que luego definen al
triangulo diferencial. Pero es importante advertir que en el proceso de generalizacion que
interviene, y el autor lo hace explicito, al decir que dL “es una parte genérica”, “es una parte
infinitesimal de la curva”, “representa las infinitas partes infinitamente pequefias del todo”.
Estas aclaraciones y usos de la diferencial en la leccién resultan muy importante para el estudio
de este concepto ya que, en esta situacion se genera un juego del lenguaje donde emerge un
elemento genérico y entra en accion su representacion ostensiva e intensiva, donde radica la
importancia de considerar las facetas duales en relacién con el elemento genérico, ya que esta

situacion puede llegar a generar potenciales conflictos epistémicos y cognitivos.

Continuando con los potenciales conflictos epistémicos, se puede mencionar que en la
leccion del video no se apreciar discordancias en el uso y consideracion de los diferenciales,
ya que siempre reciben el mismo tratamiento. Ademas, se destaca que el autor tiene bastante
cuidado al utilizar y mencionar a la diferencial evitando errores, contradicciones vy
ambigledades. También, se destaca que, en la leccidn, al utilizar los simbolos y expresiones
que van surgiendo, se van mencionando y explicando con detalle como se las considera,

aclarando con que se los utiliza.

Por ultimo, en la leccidon no se advierte que se considere algin espacio para que los
estudiantes puedan compartir sus interpretaciones y/o dudas en relacién con el uso de la

diferencial, a modo de apoyar y reforzar el estudio de este concepto. Sin embargo, se puede
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considerar que existe una cierta apertura al final del video cuando el autor expresa “jMuy facil,
verdad! ;Puedes explicarselo a alguien mas?, donde hace una invitacion a socializar las ideas

matematicas y continuar con el estudio.

A partir de la valoracion realizada, se considera que el grado de idoneidad epistémica
es alto.

8.4.4.2.2 Faceta Cognitiva

Teniendo en cuenta que se esta analizando y valorando una leccion de un video donde
no se observan las practicas personales de los estudiantes, receptores del video, resulta dificil
valorar la mayoria de los indicadores de la faceta cognitiva, pero, sin embargo, es posible
identificar algunas cuestiones asociadas a los conocimientos didactico-matematicos de los

procesos cognitivos que intervienen y emergen en los procesos de estudio de la diferencial.

En relacion con los aprendizajes, no se observan las practicas personales de los
estudiantes, no obstante, al final del video, el autor plantea la posibilidad de que los estudiantes,
puedan explicar a sus comparieros u otras personas lo que han entendido del video. En este
sentido, es posible advertir que se tiene presente, en cierto punto, los aprendizajes de los

estudiantes.

Sobre las conexiones entre los significados de la diferencial, sus representaciones y
contextos de uso, se considera que existen caracteristicas de la leccion del video que nos
permiten afirmar que se proponen situaciones que propician un aprendizaje de tipo relacional
entre los diferenciales, sus representaciones y uso en las circunstancias contextuales de la
situacion problema. Ademas, en la presentacion se logra reconocer con claridad las funciones

que cumplen los diferenciales y su relacion con la integral, lo que favorece el aprendizaje.

En la explicacion del autor en el video 2 se logra apreciar que se tienen en cuenta los
conocimientos previos de los estudiantes, ya que, por ejemplo, se recupera propiedades como
la “leyes de los exponentes” y plantea que, Si no se recuerda, que no hay problemay lo explica.
Ademas, realiza una advertencia al estudiante indicando que la potencia es distributiva con
respecto a la multiplicacion, no asi con la suma, lo que indica que se tienen presente los
conocimientos previos de los estudiantes, pero si estos no estan disponibles los explica
brevemente. Por Gltimo, cabe destacar que en la leccién se utilizan registros apropiados para
representar la informacion, como el gréfico, las representaciones geomeétricas y las expresiones

simbodlicas.
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Con relacion a los conflictos cognitivos, no se logra apreciar que estos son tomados en
cuenta por el autor ya que no se evidencia que se aborde o se discuten sobre, por ejemplo,
potenciales errores o confusiones de los estudiantes. Ademas, cuando se plantea que la
diferencial longitud dL representa una parte general, no se vuelve sobre esa mencion para
clarificar dudas o inquietudes que puede llegar a producir el proceso de generalizacion donde

emerge el elemento genérico.

Por altimo, se considera a partir de la valoracion realizada que la idoneidad cognitiva

es baja.
8.4.4.2.3 Faceta Afectiva

Si bien resulta dificil valorar los conocimientos didactico-matematicos asociados a la
faceta afectiva debido a la ausencia de los estudiantes por las caracteristicas del video 2, resulta
que el autor transmite una actitud positiva y realiza un juego con las entonaciones de su voz,
de tal manera que cuando menciona aspectos importantes hace mucho énfasis. Ademas, como
al final del video invita a los estudiantes a compartir con sus pares, se puede considerar que el
autor tiene en cuenta la participacion del estudiante, planteando un desafio lo que puede generar
en algunos un desafid interesante, potenciando la autoestima y evitando el rechazo hacia las

matematicas (componente de las emociones).
En sintesis, se plantea que la valoracion de la idoneidad afectiva es baja.
8.4.4.2.4 Faceta Interaccional

La organizacion de las configuraciones didacticas que conforman el video 2 se aprecia
que fueron planificadas al mucho cuidado y detalle, ya que, por ejemplo, se presentan en la
pantalla los diez pasos del decalogo para obtener la expresion de la longitud de arco de una
curva en un intervalo. Ademas, una caracteristica que se destaca es que antes de comenzar con
el desarrollo plantea y explica porque no es posible calcular la longitud de arco de una curva
con los saberes de la geometria analitica, lo que indica que el autor planificd la introduccion al
tema remarcando cundo es posible utilizar los diferenciales. Ademas, se observa que se utilizan

varios recursos retoricos y argumentativos para el desarrollo de la leccion.

En la leccion del video 2, no se identifican elementos que posibiliten la apertura hacia
la discusion, debate y comunicacion entre los estudiantes. Aunque se entiende que resulta
dificil contemplar estas cuestiones ya que la intencidn del video es realizar una presentacion

sin intervencion de los estudiantes. Pero es importante tener en cuenta que la leccion tendra

298



mayor idoneidad interaccional en la medida en que se planteen formatos de interaccién de tipo
dialdgica y colaborativa (Godino et al., 2009).

En sintesis, se plantea que la valoracion de la idoneidad afectiva es media baja.
8.4.4.2.5 Faceta Mediacional

En la leccion del video se parecia que se observa que han utilizado varios recursos
tecnoldgicos, como un programa de presentacion de diapositivas, un editor de ecuaciones y un

graficador. El uso de estos recursos permite que la presentacion sea ordenada, legible y prolija.

Ademas, se destaca que la distribucion del tiempo en los momentos de ensefianza es
adecuada ya que no se realiza una presentacion acelerada y se explica con detalle cada nuevo
paso que se realiza, dedicando el tiempo suficiente a cada paso del decélogo. También,
agregamos que el uso de los colores para resaltar o remarcar los objetos que se mencionan
resulta adecuado porque permite identificar y seguir el desarrollo de la leccion sin

inconvenientes.

Por ultimo, a partir de la valoracion realizada, se considera que el grado de idoneidad

mediacional es media baja.
8.4.4.2.6 Faceta Ecologica

La propuesta de la leccion del video 2 es adecuado para un disefio curricular de las
carreras del profesorado de matemaéticas o licenciaturas en matemaética, esto se debe a que la

propuesta didactica permite establecer conexiones intra matematicas y no interdisciplinares.

Asimismo, es posible valorar que el autor del video tiene en cuenta, en cierta medida,
algunas innovaciones en didactica del calculo, aquellas que tienen que estan vinculadas con el

uso de los recursos digitales como el video, las presentaciones de diapositivas y el graficador.
En sintesis, se plantea que la valoracién de la idoneidad ecoldgica es baja.

En la Figura 8.6 se representa con el hexagono irregular interno una sintesis visual del
grado de idoneidad efectivo de cada una de las facetas involucradas en el proceso de estudio

llevado a cabo en el video 2.
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Figura 8.6

Valoracion de la idoneidad didactica del video 2
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8.45 Tareal0
Consigna

A partir del andlisis y valoracion que has realizado de los videos, ¢cual recomendarias

a tus estudiantes?, ¢por qué? Argumente su respuesta

Puedes utilizar una puntuacion de 0 a 5 (0: nulo, 1: bajo, 2: medio-bajo, 3: medio; 4:
medio-alto, 5: alto) para decidir el mayor o menor grado de idoneidad didactica de los videos.

8.4.5.1 Analisis a priori de la Tarea 10

El anélisis a priori de esta tarea forma parte del andlisis a priori realizado en la Tarea 9.
Ademas, se presentan las Figura 8.4 y Figura 8.6 a modo de resumen de la valoracion de la

idoneidad didactica de cada video educativo.
8.4.6 Tareall
Consigna

Utilizando la GVID-Diferencial, realizar una valoracion de la idoneidad didactica de todo
el proceso formativo que experimentaste en estas 7 sesiones de clases. Puedes agregar cualquier

informacion adicional que consideres que pueda aportar a mejorar el curso.
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La intencién didactica de la Tarea 11 es que los FPM puedan utilizar la GVID-Diferencial
para valorar sus propias experiencias de tal manera que se pueda recopilar evidencias de

aprendizajes.
8.5 Descripcion General de la Implementacion y Discusion de los Resultados
8.5.1 Anadlisis de la implementacion de la Fase 1

8.5.1.1 Introduccion

En esta seccion, se describe y analiza la implementacion de la Tarea 6 cuyo principal
objetivo consiste en recuperar los significados personales de los estudiantes en relacion con la

nocion de idoneidad didactica, sus facetas y componentes mediante el analisis de la Tarea 5.

Cabe aclarar que los FPM han realizo un taller sobre la reflexion del profesor de
matematica donde se ha abordado la nocion de idoneidad didactica, en el primer cuatrimestre
del ciclo lectivo 2022, con lo cual se busca recuperar los aprendizajes como punto de partida
para nuevas discusiones en relacion con la ensefianza y aprendizaje de la diferencial. De esta
manera, la Tarea 6 constituye una primera aproximacion que pone a los FPM en una instancia

de meta reflexion didactica.

En primer lugar, se obtuvieron 12 respuestas de los FPM y todos han escrito en sus
producciones las seis facetas de la idoneidad didactica, como la epistémica, cognitiva, afectiva,
interaccional, mediacional y ecoldgica. Esto es posible ya que los FPM recuerdan las facetas o
dimensiones que es necesario tener presente, desde la perspectiva del EOS, para analizar y

valorar los procesos de ensefianza y aprendizaje de la matematica.

A continuacion, se van a retomar las respuestas de los FPM para cada una de las facetas,

donde se analizaran los criterios que mencionan y las valoraciones que realizan.
8.5.1.2 Andlisisy valoracion de cada una de las facetas de la idoneidad did&ctica

En relacion con la faceta epistémica, los criterios que predominan en las respuestas de
los FPM son: practicas matematicas, objetos matematicos, procesos (en particular el proceso
de conceptualizacion), significados, intencionalidad didactica y conflicto epistémico. En menor
medida, mencionan a la representatividad del contenido, relaciones entre significados y
conceptos. A modo de ejemplo, se muestra la respuesta del E6 en la Figura 8.7. También, E11
plantea como criterio la representacidn del contenido y la calidad del contenido, con lo cual no

queda claro con que connotacion usa el término “calidad”.
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Figura 8.7

Parte de la resolucion de E6 de la Tarea 6
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En sintesis, se observa en las 12 respuestas de los FPM que han logrado recuperar los
criterios de la faceta epistémica: significados institucionales (relacionado a las préacticas y
objetos matematicos); los procesos (solo se menciona a la conceptualizacién); potenciales
conflictos epistémicos; y relaciones con otros conceptos (solo se menciona las relaciones entre

significados).

En cuanto a la valoracion que realizan los FPM de la Tarea 5 a partir de los criterios
que han identificado, la mayoria no ha logrado valorar de manera completa la Tarea 5. Esta
situacion se explica en parte por las dificultades de los FPM para comprender el enunciado de
la Tarea 6, pero también esta relacionado con los aprendizajes que recuerdan los estudiantes
sobre el uso de los criterios de idoneidad para valorar una configuracidn didactica, en este caso,
una tarea. Sin embargo, en varias respuestas de los FPM se observa que destacan en la
valoracion el uso de diferentes elementos linglisticos, en particular mencionan el lenguaje
algebraico, coloquial, simbélico como: dx, dy, f'(x). Ademas, se aprecia en las valoraciones
la mencion de la expresion “distintos significados” resaltando la importancia de abordar los
diferentes significados de la diferencial, y la mencion de algunos objetos matematicos
primarios como los lenguajes, conceptos, proposiciones, como se puede observar en la

respuesta de E12 (ver Figura 8.8).

Figura 8.8

Parte de la resolucion de E12 de la Tarea 6
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En sintesis, resulta necesario volver sobre la valoracidn de la faceta epistémica con los
FPM, ya que constituye un aspecto a fortalecer porque, si bien reconocen los criterios y algunos
indicadores, no logran poder utilizarlos de manera adecuada para valorar la propuesta, por tales

motivos en la siguiente tarea del ciclo formativo se abordara esta situacion.
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Respecto a la faceta cognitiva, se observa en las 12 respuestas de los FPM que todos
identifican dos criterios que son fundamentales de esta faceta, como los conocimientos previos
y los potenciales conflictos cognitivos. En menor medida, se menciona como criterio a los

significados personales (E1 y E2) o aprendizajes (E6 y E11) (ver Figura 8.9).

Figura 8.9

Parte de la resolucion de E6 de la Tarea 6

| gﬂuﬁ'ﬁ?‘:\?ﬂ“h‘os [, =+ 590{(.-0&,&,03 /ideas | witopeiaciones]
N W)

0=
o | s s
Conot M emtos
| AoBAdAz 0\ Q.

Ademas, se observa como el E5 incorpora un criterio muy importante para la faceta
cognitiva que tiene que ver con la relaciones o conexiones entre los significados parciales, sus
sentidos, sus representaciones y sus contextos de uso (Veron, Giacomone, Pino-Fan, 2023) (ver
Figura 8.10).

Figura 8.10

Parte de la resolucion de E5 Tarea 6
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En relacion con la valoracion que realizaron los FPM sobre la Tarea 5 en la faceta
cognitiva, se observan dos tipos de respuestas, algunos colocan los aspectos (indicadores) que
consideran necesario tener en cuenta para valorar la faceta cognitiva, como se aprecia en las
respuestas de E5 y E6 en las Figura 4 y Figura 3, respectivamente. Por otro lado, resulta
interesante el indicador de valoracién que menciona E1 ya que hace foco en los aprendizajes y
en la aplicacion de éstos a nuevas situaciones-problemas (ver Figura 8.11). Otros, mencionan
algunos conocimientos previos como derivadas, funciones, variables y ecuaciones, o

mencionan que un potencial conflicto cognitivo son los diferentes significados de la diferencial.

Figura 8.11

Parte de la resolucion de E1 de la Tarea 6
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En la faceta afectiva, encontramos que solo 3 FPM no responden, el resto plantea como
criterio comuUn de esta faceta la motivacion, los intereses de los estudiantes y los valores. Solo
el E2 menciona a las creencias y el E7 agrega las emociones como criterios. Sin embargo, al
momento de valorar los criterios planteados, la mayoria no emite una respuesta, a diferencia
de E1 que menciona: “ESs importante que las actividades propuestas estimulen el interés de los
estudiantes para que puedan llegar a un desarrollo adecuado” (E1) (ver Figura 8.12). De esta
manera se puede observar como para E1 es muy importante que la situacion-problema
(actividad) estimule el interés del estudiante. En contraposicion a E1, el E11 menciona: “El
incentivo para realizar la tarea proviene del docente y no de la tarea en si misma” (E11) (ver
Figura 8.13), lo que permite advertir que para E11 es muy importante que el docente genere o
promueva el incentivo, o interés de los estudiantes. Si bien, ambas afirmaciones de los FPM es
posible mejorarlas, los planteos de E11 no son correctos ya que existen criterios e indicadores
que es necesario que el profesor los considere para el disefio de las configuraciones didacticas
(actividades, ejercicios, problemas, lecciones de libro de texto, etc.) que permitirdn aumentar
el grado de idoneidad afectiva (Castillo, Burgos y Godino, 2022a).

Figura 8.12

Parte de la resolucion de E1 de la Tarea 6
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Figura 8.13

Parte de la resolucion de E11 de la Tarea 6
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En la faceta interaccional, casi todos los FPM proponen como criterios: las
interacciones docente-estudiante y entre los estudiantes. Varios agregan como criterio la
interaccion estudiante-contenido, la cual no se aclara sobre qué aspectos se hace referencia. Sin
embargo, solo el E3 menciona la “interaccion con el libro/contenido” como criterio para tener

en cuenta para el analisis de la leccion del libro de texto de la Tarea 5 (ver Figura 8.14).
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Figura 8.14

Parte de la resolucion de E3 de la Tarea 6
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Otro criterio que predomina en varis respuestas de los FPM tiene que ver con la “forma
de trabajo” la cual es aclarada por E12 afiadiendo los términos “individual o grupal”. Ademas,
algunos FPM, como ES5, plantean como criterio para valorar la faceta interaccional a la
“organizacion de las clases”. Por otro lado, E2 es el unico que destaca la autonomia como
criterio a tener presente el generar actividades e instancias que propicien espacios de trabajo

autonomo para los estudiantes, como se puede observar en la Figura 8.15.

Figura 8.15
Parte de la resolucion de E2 de la Tarea 6
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En las valoraciones que realizan los FPM de la faceta interaccional, se observa que
resaltan la necesidad de generar intercambios entre los estudiantes y que se pueda potenciar la

comunicacion entre ellos, como se muestra en la respuesta de E1 (ver Figura 8.16).

Figura 8.16

Parte de la resolucion de E1 de la Tarea 6
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Ademas, se puede observar como el E3 utiliza los criterios que ha definido, en particular
la interaccion con el libro, para valorar la leccién del libro de texto de la Tarea 5, por ejemplo,
menciona que se deberia agregar ejemplos, entre otras valoraciones que no son del todo claros
(ver Figura 8.14).
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En sintesis, se observa que los FPM han logrado recuperar la mayoria de los criterios e
indicadores de la faceta interaccional como las interacciones docente-estudiantes, interacciones
entre estudiantes y autonomia. Si bien, no se ha mencionado de manera explicita la evaluacion
como criterio a tener en cuenta, se puede apreciar de manera implicita que en las respuestas de
los FPM tienden a considerar por parte del docente la importancia en la evaluacién de los
aprendizajes, por ejemplo, al mencionar “por medio de la guia y orientacion del docente” (E2,
Figura 8.15) o “comunicar al docente para que éste le oriente si van en buen camino” (E1,
Figura 8.16). En estas respuestas, se advierte que el docente deberia poder valorar las practicas
personales de los estudiantes como indicadores explicitos de las relaciones que estan

construyendo los estudiantes con los objetos matematicos (Veron y Giacomone, 2023).

En la faceta mediacional, predomina en las respuestas de los 12 FPM los criterios de
utilizacion de los recursos materiales y las condiciones del aula. En menor medida, se menciona
el tiempo, asociado al indicador del tiempo de aprendizaje necesario para comprender la
diferencial debido a su complejidad, como se muestra en la respuesta de E2 (ver Figura 8.17).
Ademas, se recupera la valoracién que realiza E2 en relacion con los criterios mencionados, ya
que explica la importancia de tener presente estos criterios en los procesos de ensefianza y

aprendizaje de la diferencial (ver Figura 8.17).

Figura 8.17

Parte de la resolucion de E2 de la Tarea 6
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Por otro lado, 4 FPM agregan como criterio: adaptacion de la actividad al contexto o
entorno, donde mencionan la necesidad de adecuar la actividad propuesta al entorno o al
contexto en el cual se implementara, como se puede observar en la respuesta de E12 en la
Figura 8.18. Si bien, resulta necesario adecuar la configuracion didactica a los recursos
materiales disponibles y las condiciones del aula y distribucion de los estudiantes, no queda

del todo claro en las respuestas de los estudiantes el uso del término entorno o contexto.
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Figura 8.18

Parte de la resolucion de E12 de la Tarea 6
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Por otro lado, en relacion con el criterio de utilizacion de recursos materiales, varias
respuestas de los FPM mencionan la utilizacion de la una leccién de un libro de texto como un
recurso que se empled en la tarea 5. Ademas, E3 agrega que el libro resulta conocido para los
estudiantes ya que pertenece al libro de Célculo de Stewart (2012).

En general, se observa en las respuestas de los FPM que han logrado identificar los tres
criterios mas importantes de la faceta mediacional: recursos materiales, condiciones
ambientales y tiempo de ensefianza y aprendizaje, estableciendo algunos indicadores
especificos a tener presente en los procesos de estudio de la diferencial.

En la faceta ecologica, la mayoria de los FPM menciona como criterios a la adaptacion
del curriculum, adaptacion al nivel educativo y el contexto. Resulta interesante como E6 utiliza
estos criterios para proponer un interrogante a modo de indicar de logro del criterio al plantear:
¢Corresponde la dificultad de la actividad al nivel? (E6, ver Figura 8.19)

Figura 8.19

Parte de la resolucion de E6 de la Tarea 6
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También, E1 y E2, agregan como criterio dentro de la faceta ecoldgica a la innovacion
haciendo referencia a la necesidad de abordar el estudio de la diferencial mediante diferentes
problemas contextualizados (ver Figura 8.20). Si bien, no se aclara qué se entiende por contexto
0 problemas contextualizados, resulta adecuado reflexionar sobre la contextualizacion de las
situaciones-problemas en términos de adaptacion curricular y adaptacion socio-profesional. En
este Ultimo sentido, el E11, valora que el contenido de la tarea 5 resulta de interés para el

presente y futuro de los profesores de matematica, como se observa en la Figura 8.21.
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Figura 8.20

Parte de la resolucion de E1 de la Tarea 6
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Figura 8.21

Parte de la resolucion de E11 de la Tarea 6
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En sintesis, se observan en las respuestas de los FPM que han logrado recuperar tres

criterios importantes de la faceta ecologica. Aungue, cabe aclarar que no todos consideran a la

innovacion como criterio y que la adaptacién socio-profesional no predomina en las reflexiones

de los FPM, por tales motivos resulta necesario volver sobre estos criterios para afinar los

indicadores de cada uno y agregar los criterios faltantes como: educacion en valores y

conexiones intra e interdisciplinarias.

Por ultimo, se comparte en la Figura 8.22 una foto de la discusion grupal que se realiz6

con el grupo clase recuperando sus conocimientos previos sobre las facetas, componentes e

criterios de idoneidad didactica, donde se puede apreciar que los FPM reconocen las facetas y

algunas componentes de las mismas. Estos conocimientos son los que utilizaron para valorar

la leccién del libro de texto.
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Figura 8.22
Facetas, componentes e indicadores recuperados por los FPM en la socializacion

8.5.2 Analisis de la implementacion de la Fase 2
8.5.2.1 Introduccion

En esta seccion, se presentan los principales resultados de la implementacion de la
Tarea 7 cuyo principal objetivo consiste utilizar la guia de valoracion de la ID propuesta por
Godino (2013) para el analisis y valoracion de la ID de la implementacion de la Tarea 1
(situacion-problema del calculo de la masa) en el primer ciclo de formacion. Cabe aclarar que,
en el primer ciclo, se realiz6 un analisis epistémico y cognitivo del problema y una resolucién

de un estudiante.

A continuacion, se retomaran cada una de las facetas de la ID, de las 13 respuestas, para
estudiar el uso de esta herramienta por parte de los FPM, en el sentido de determinar en qué
medida los FPM comprenden las facetas, componentes y criterios, y como los emplean para

valorar el disefio e implementacion de una situacion-problema.

8.5.2.2 Valoracion del uso que hacen los FPM de la Idoneidad Didactica
8.5.2.2.1 Faceta Epistémica
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En esta faceta, se observan en las respuestas de los FPM que se han enfocado en dos
componentes: relaciones con otros conceptos y conflictos epistémicos. Con respecto al
primero, en la valoracion que hacen los FPM, algunos mencionan los conceptos-definiciones
involucrados en la Tarea 1: masa, area, densidad, circunferencia, circulo, integral, sumatoria y
diferencial, como se muestra en la respuesta de E12 en la Figura 8.23. Otras respuestas que
refieren a esta componente lo hacen de manera superficial ya que mencionan “El problema
relaciona otros conceptos, que eran necesario para resolverlo” (E11) o “Se puede observar una
correcta relacion entre conceptos” (E7). Si embargo, en estas tltimas valoraciones, no se aclara

cudles son las relaciones y/o conceptos a los que hacen referencia en sus respuestas.

Como propuesta de mejora, se puede observar que solo algunos FPM plantean mejoras
a la faceta epistémica, por ejemplo, E12 propone que se realicen repasos previos de los
conceptos involucrados en la tarea. El E4 agrega, “Enunciar los objetivos que tenemos que

alcanzar” (E4), para potenciar esta faceta.

Figura 8.23
Parte de la resolucion de E12 de la Tarea 7
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Respecto a los conflictos epistémicos, si bien la mayoria de los FPM los menciona de
manera superficial y general, ya que plantear de manera explicita cual es el conflicto
epistémico, por ejemplo, E6 menciona “Se fueron resolviendo los conflictos epistémicos a
medida que surgian lo que ayudo en la resolucion” (E6). Pero se destacan las valoraciones de
E5 y E13 ya que expresan de manera explicita uno de los primeros conflictos epistémicos que
emerge del problema de célculo de la masa que esta relacionado con la presentacion y uso del
radio, en este caso se genera un conflicto la representacion ostensiva del radio, el uso del
elemento genérico y la dualidad extensivo e intensivo. Dicha complejidad es expresa por los
FPM como una confusién y/o como un doble uso de la misma letra, como se muestran en las

respuestas de E5 y E13 en las Figura 8.24 y Figura 8.25, respectivamente.
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Figura 8.24

Parte de la resolucion de E5 de la Tarea 7
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Figura 8.25
Parte de la resolucion de E13 de la Tarea 7
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En relacion con la componente significados institucionales y procesos, solo el E2
menciona en su valoracion de manera general que en la resolucion del problema “estan
implicados diferentes significados y procesos que pueden producir en los estudiantes una serie
de conflictos” (E2), pero no aclara y tampoco argumenta cudles son especificamente los
significados de la diferencial involucrados y los procesos que intervienen y emergen de la

resolucioén.

En sintesis, se observa que algunas componentes de la faceta epistémica, como
relaciones con otros conceptos y conflictos epistémicos resulta mas accesible para los FPM su
uso para la valoracion, tal vez porque es un poco mas sencillo su identificacion que los
componentes de los procesos y significados institucionales que implican la puesta en accién de
un conjunto de conocimientos para poder emitir alguna valoracion. También, se tiene en cuenta
que la Tarea 1 ha sido resuelta por los estudiantes hace varias clases con el cual el tiempo que
ha transcurrido desde la resolucién hasta la tarea 7 es un condicionante. Sin embargo, resulta
necesario potenciar el andlisis y valoracion de la faceta epistémica con los FPM con otras
actividades formativas que les permita observar y analizar los procesos de ensefianza y

aprendizaje de la diferencial, pero son los lentes de la idoneidad didactica.
8.5.2.2.2 Faceta Cognitiva

Se observan, en las 13 respuesta de los FPM que han utilizado las componentes de
conocimientos previos, y en menor medida, los conflictos cognitivos. Si bien se menciona la
necesidad de considerar los conocimientos previos para resolver la tarea 1, no se especifican
cuales son. Sin embargo, algunos FPM consideran que les resulté “complicado” (E7) resolver

la tarea 1 porgue no tenian los conocimientos previos necesarios. Para resolver esta situacion,
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dos FPM proponen como propuesta de mejora “recordar ciertos conocimientos previos para un
mejor desarrollo de la actividad” (E13) o realizar “lectura previa del tema” (E3), como se
muestra en la Figura 8.26. Si bien, es necesario tener determinados conocimientos previos para
asegurar el éxito en la resolucion del problema de calculo de la masa de una lamina circular,
teniendo en cuenta el contexto, se considera que no favorece el disefio e implementacion de la
tarea 1 realizar un repaso o lectura previa de los temas a desarrollar. Ademas, la tarea busca
recuperar saberes previos, que los FPM lo han puesta en accion para avanzar y progresar en el

aprendizaje de los significados parciales de la diferencial de una funcion.

Figura 8.26

Parte de la resolucion de E3 de la Tarea 7
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Otra propuesta de mejora que plantea la E12 cuyo foco estd en las situaciones-
problemas (faceta epistémica) tiene que ver con comenzar con problemas mas sencillos e ir
complejizando a medida que se avanza (ver Figura 8.27). El aporte del FPM resulta interesante
para pensar en el redisefio de la Tarea 1, ya que es posible pensar en el disefio de actividades
previas que nos inviten a pensar en las primeras aproximaciones a los Significados parciales

de la diferencial.

Figura 8.27

Parte de la resolucion de E12 de la Tarea 7
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Por otro lado, se destaca la valoracion de E11 ya que menciona de manera explicita un
conflicto cognitivo que ha surgido en la implementacion de la tarea que tiene que ver con el
calculo y consideracion del &rea para obtener la masa de la lamina circular, si se consideran
circulos concéntricos se esta superponiendo valores de area para hallar el valor de la masa total
(ver Figura 8.28).
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Figura 8.28

Parte de la resolucion de E11 de la Tarea 7
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En sintesis, se aprecia que los FPM han focalizado sus respuestas en la faceta cognitiva
en dos componentes: los conocimientos previos y potenciales conflictos cognitivos. Si bien,
como ya se ha mencionado, resulta necesario volver a revisar los andlisis, valoraciones y
propuesta de mejora de los FPM para precisar con mayor detalle cuales son los conocimientos
previosy los conflictos. De esta manera se realizara un mejor uso de las componentes y criterios
de la faceta cognitiva. Por otro lado, se observa que los componentes de significados
personales, relaciones, procesos y diferencias individuales no han sido utilizadas por los FPM,
lo que nos permite reflexionar sobre la importancia de revisarlos para potenciar y mejorar las

valoraciones de los FPM sobre esta faceta.
8.5.2.2.3 Faceta Afectiva

En la faceta afectiva, se observa en las respuestas de los FPM que han logrado utilizar
y valorar tres componentes de esta faceta como: emociones, actitudes y motivacion. En relacion
con las emociones, por ejemplo, E10 menciona a la ansiedad y a la preocupacion en la

resolucion del problema (ver Figura 8.29).

Figura 8.29

Parte de la resolucion de E10 de la Tarea 7
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Por otro lado, los E6 y E7, destacan el acompafiamiento del profesor en la resolucion
de la actividad, valorando como positivo en la componente emociones-actitudes (ver Figura
8.30).

Figura 8.30
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Otros FPM, utilizan la componente motivacion, para indicar que les resulté motivadora
la clase destacando los aspectos que consideran como positivo. Por ejemplo, E8 dice “Fue muy
motivadora la case porque habia debate y es lo que nos gusta” (E8). Ademas, el E4 destaca
otros aspectos de la clase que considera que fueron relevantes para la faceta afectiva como la

interaccion y los dialogos (ver Figura 8.31).

También, resaltan algunos FPM que las intervenciones que realiz6 el profesor
(doctorando) en determinado momento de la clase entregando a cada estudiante un dulce
(golosina) a modo de cambiar el ambiente del aula y renovar energias de los FPM luego de un
recreo, produjo un cambio actitudinal en la mayoria de los FPM y en el ambiente del aula, tal

como lo expresa E4 en su valoracion.

Figura 8.31

Parte de la resolucion de E4 de la Tarea 7

Estuvo cenial .

-Emociones, actitudes,
Afectiva motivacion, creencias y
valores

ﬁn((\__'.ou;xa'v\-, o adiapdes g \
et cenedan, ((comdn ds pern M) ‘

Por otro lado, se observa que dos respuestas de los FPM que no son correctas en
términos de la faceta afectiva; uno menciona sobre el contexto del problema, donde escribe:
“el contexto me parece un poco lejano” (E3) el cual corresponde a la faceta epistémica; y el
otro, menciona que: “el trabajo en equipo favorece el proceso” (E5) que corresponde a la faceta
interaccional porque se relaciona con la organizacién de las interacciones. Con relacion al
primer comentario, el contexto del problema no es lejano al FPM ya que un indicador de la
faceta epistémica plantea justamente la posibilidad de proponer una muestra representativa de
situaciones que propicien la utilizacion de la diferencial para la modelizacion y representacion
de las variaciones, cambios 0 acumulacion de diversos fendmenos de matematicas, fisica,

ingenieria y de las ciencias experimentales (Veron, Giacomone y Pino-Fan, 2023).

En sintesis, los FPM han logrado utilizar y valorar tres componentes fundamentales de
la faceta afectiva, que tiene ver con las emociones, actividades y motivaciones, las cuales se
consideran que es importante que el FPM los tenga en cuenta para disefiar, implementar y
valorar los procesos de ensefianza y aprendizaje de la diferencial con una alta idoneidad

afectiva.

8.5.2.2.4 Faceta Interaccional
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En las respuestas de los FPM, se advierte que han utilizado para valorar las
interacciones docente y estudiantes, y entre los estudiantes, ya que plantean valoran como
positivo las intervenciones que ha realizado el profesor para generar las discusiones y avanzar
en la resolucion de la situacion-problema, como se aprecia en la respuesta de E6 en la Figura
8.32.

Figura 8.32

Parte de la resolucion de E6 de la Tarea 7
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También, se aprecia en la valoracion de E12, que ademas del acompafiamiento del
profesor en los diferentes momentos de resolucién de la tarea, resalta la forma de trabajo,
caracteristica propia de la implementacién de la configuracion didactica, que tiene que ver con
la posibilidad de generar momentos de trabajo individual y/o auténomo, como asi también,

momentos de trabajo grupal-colaborativo, como se muestra en la Figura 8.33.

Figura 8.33
Parte de la resolucion de E12 de la Tarea 7
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Incentivar y generar espacios de debates sobre las practicas personales de los
estudiantes es una competencia que el futuro profesor de matematica tiene que lograr
promover, para potenciar los procesos de ensefianza y aprendizaje de la diferencial
implementando configuraciones del tipo dialdgica y colaborativas (Veron y Giacomone, 2023),
estos criterios son valorados por varios FPM, y a modo de ejemplo, se muestra la respuesta de
E3 en la Figura 8.34.

Figura 8.34
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Por otro lado, el E9 menciona una caracteristica de la componente de evaluacién
formativa al escribir que se “favoreci6 una autoevaluacion para saber lo que nos acorddbamos
del diferencial” (E9). Por tltimo, E8 menciona que “la organizacion del aula fue diferente”

(E8), esta valoracion sera retomada en la faceta mediacional.

En sintesis, la mayoria de los FPM han logrado utilizar de manera efectiva algunas
componentes de la faceta interaccional, lo cual implica un primer progreso en el desarrollo de
la competencia de analisis y valoracion de la idoneidad didactica (Giacomone, Godino,
Beltran-Pellicer, 2018).

8.5.2.2.5 Faceta Mediacional

En el andlisis y valoracion que realizan los FPM se observa que han utilizado los
componentes: tiempo, recursos materiales y condiciones del aula. Con relacion al tiempo,
plantean que el mismo fue adecuado para la resolucion de la actividad y que el tiempo destinado
para los debates fue bueno, sin embargo, algunos FPM plantean que en determinados

momentos necesitarian mayor tiempo para la resolucion.

Por otro lado, la mayoria de los FPM menciona que los recursos materiales fueron
apropiados, pero solo algunos mencionan que en este caso particular se ha utilizado como
recurso impresiones y que cada estudiante tenia su propia ficha, como lo expresa E10 en la
Figura 8.35.

Figura 8.35

Parte de la resolucion de E10 de la Tarea 7
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También, solo E8 refiere en sus valoraciones a las condiciones del aula, ya que
menciona que “la organizacion del aula fue diferente” y que “las mesas se colocaban en forma
de U” (E8). En este caso, se aprecia como el FPM valora como positivo la organizacion de las
mesas en forma de U como lo ha implementado el profesor para potenciar los didlogos y
debates entre los FPM.

Resulta interesante en la propuesta de mejora que menciona E6 respecto al grafico de
la situacion-problema del calculo de la masa, donde menciona que se podria cambiar por otro
gréafico (ver Figura 8.36). Si bien, es discutible la funcion que cumple la representacion grafica

en la Tarea 1, ya sea como un recurso o como un elemento del lenguaje en la faceta epistémica,
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su presencia ha generado un potencial conflicto epistémico-cognitivo que lo manifiesta el FPM

como un aspecto a considerar para cambiar en la Tarea 1.

Figura 8.36

Parte de la resolucion de E6 de la Tarea 7
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En sintesis, se puede apreciar que los FPM han comenzado a utilizar tres componentes
de la faceta mediacional para analizar y valorar el proceso de ensefianza y aprendizaje que han
experimentado en relacion a la diferencial, si bien es necesario profundizar el anélisis y la
valoracion, es un buen comienzo que los FPM utilicen los criterios de idoneidad para valorar
y buscar potenciales mejoras de las propuestas, potenciando de esta manera el uso de los
criterios como una herramienta que orienta las reflexiones de los FPM de los procesos

instruccionales (Giacomone, Godino, Beltran-Pellicer, 2018).
8.5.2.2.6 Faceta Ecologica

En general, en la mayoria de las valoraciones de los FPM se aprecia el uso de la
componente adaptacion al curriculo, al mencionar que la propuesta es adecuada al nivel
educativo y/o a la formacién docente, como se muestra en la respuesta de E6 en la Figura 8.37.
También, E12 menciona que la tarea 1 es adecuada al presente y futuro de los estudiantes,

pensando en que seran profesores de matematica.

Figura 8.37
Parte de la resolucion de E6 de la Tarea 7
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Tambien, E2 destaca la posibilidad que brinda el problema de articular con otras
disciplinas como la fisica, al mencionar: “la posibilidad de articular la actividad y el contenido
matematico para otras disciplinas nos permite hablar de una articulacion entre diversas areas”
(E2). En su valoracidn, se advierte que en su valoracion el uso de la componente conexiones
interdisciplinarias. En esta misma direccion, E1 plantea que la tarea 1 podria haber sido resulta
desde diferentes disciplinas, lo que considera como un aspecto de apertura hacia la innovacion,
lo cual es correcto ya que la posibilidad de articular y abordar una situacion-problema desde la
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matematica, pero también desde la fisica, en este caso, es una caracteristica que hace a la

innovacioén en la didactica del calculo.

Por otro lado, E9 agrega que la actividad “estuvo super interesante la manera de
trabajar, ya que es algo distintos a lo habitual” (E9), donde hace referencia al formato de trabajo
de la configuracién didactica implementada, componente que corresponde a la faceta

interaccional.

En sintesis, los analisis y valoraciones que han realizado los FPM han logrado utilizar
algunas componentes de la faceta ecoldgica, lo cual implica un primer avance en el uso
competente de esta herramienta. Cabe destacar, que los analisis y valoraciones que realizan los
FPM necesitan ser mas profundos en la descripcion, explicacion y valoracion de la idoneidad
didactica (Godino, 2021; Godino, Batanero, Burgos y Gea, 2021; Godino, Batanero y Burgos,

2023), ya que algunas respuestas quedan solo en alguno de estos aspectos mencionados.
8.5.3 Analisis de la implementacion de la Fase 3
8.5.3.1 Introduccion

En este trabajo de investigacion nuestro foco de atencion se encuentra en propiciar el
desarrollo de la competencia de analisis y valoracion de la idoneidad didactica. En este sentido,
se propone a los FPM que visualicen dos videos educativos para que realicen un analisis y
valoracion de cada video, ya que se considera que los videos constituyen un recurso de apoyo
de los procesos de ensefianza y aprendizaje de la matematica. Para el analisis y valoracion, los
FPM cuentan con una herramienta que guia esta reflexion, la GVID-Diferencial, la cual
presenta una sintesis de los conocimientos didactico-matematicos que se deberian tener en

cuenta para efectuar una ensefianza idonea en relacién con la diferencial.
En particular, abordamos las siguientes preguntas de investigacion:

1) /;Qué tipos de practicas (matematicas, didacticas, ...) recuperan los FPM para valorar

la ID?

2) ¢Qué tipos de objetos (matematicos, didacticos, ...) identifican los FPM en las

practicas para valorar la ID?

3) ¢Cual es el grado de adecuacion de las valoraciones que realizan los FPM de las

practicas que identifican del video educativo?

318



4) ¢Qué potenciales mejoras proponen los FPM en cada una de las facetas de la ID para

el video educativo?
8.5.3.2 Analisis y valoracion del video 1 utilizando la GVID-Diferencial

En esta seccion se presentan los principales resultados del analisis y valoracion que han
realizado 11 FPM del video 1 utilizando la GVID-Diferencial. A modo de organizacién, se
retomara cada una de las facetas, componentes, subcomponentes y criterios de la ID para

valorar las respuestas mas significativas que han realizado los FPM.

La competencia de de analisis y valoracion de la idoneidad didactica no se reduce
solamente a identificar los objetos matematicos y didacticos que intervienen y emergen de las
practicas matematicas y didacticas de la leccién del video, sino que se busca que los FPM
puedan describir, explicar, valorar y proponer potenciales mejoras segun el contexto de uso,
las funciones semidticas que vinculan los objetos, las circunstancias del entorno, y el
aprendizaje (entendido como en la relacion dialéctica entre los significados institucionales y

personales de los estudiantes).

Se considera que el FPM es competente en la medida en que pueda identificar los
objetos matematicos y didacticos, y las funciones que cumplen estos objetos en las practicas
Matematicas y didacticas, en este sentido, el FPM deberia preguntarse, por ejemplo, ¢qué
funcion o papel cumple/tiene este objeto en esta practica? y ¢como es posible mejorar la
utilizacion y funcién de este objeto en una determina practica? Este tipo de preguntas generan
espacios de reflexion global y profesional de los procesos instruccionales, donde el FPM puede
analizar y valorar el grado de adecuacion de los conocimientos matematicos y conocimientos
didactico-matematicos en los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas, y en

este caso en particular, de la diferencial.

La principal intencién didactica de la experiencia formativa es que el PFM no solo
mencionen los objetos, sino que puedan identificar el rol que juega ese objeto en esa practica
en particular, y como se podria potenciar, ya que desde la perspectiva del EOS, la idoneidad
didactica permite describir, explicar, valorar y proponer mejoras. Esta idea es la se intenta que
los FPM puedan reconocer o hacer de la GVID-Diferencial para valorar los procesos

instruccionales de la diferencial.

8.5.3.2.1 Faceta Epistémica
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Esta faceta esta formada por las componentes: significados institucionales (situaciones-
problemas, lenguajes, conceptos-definiciones, proposiciones, procedimientos y argumentos),
relaciones entre conceptos, procesos y conflictos epistémicos. A continuacion, se analiza y
valora las respuestas de los FPM sobre cada una de estas componentes, subcomponentes y

criterios:
Significados institucionales

Situaciones-problemas: la mayoria de los FPM menciona que se trata de una situacion-
problema de conceptualizacion y/o definicion de la diferencial. Por ejemplo, E11 escribe:
“Definicion de diferencial y de dénde viene. Aplicaciones y representacion geométrica.
Célculo diferencial” (E11). También, algunos FPM resaltan el hecho de la no intervencion del

estudiante, por ejemplo, como lo menciona E8 en la Figura 8.38.

Figura 8.38

Parte de la resolucion de E8 de la Tarea 9 del video 1
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Ademas, se destaca la respuesta de E10, que valora otros indicadores de este
subcomponente que tienen que ver con proponer situaciones de contextualizacion, ejercitacion,
aplicacion y que permitan establecer relaciones con otros conceptos, como se aprecia en la
Figura 8.39.

Figura 8.39

Parte de la resolucion de E10 de la Tarea 9 del video 1
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Por otro lado, E6 y E4, menciona que no se plantea una situacion-problema relacionada
o aplicable a la realidad de los estudiantes, lo que implica el uso de indicadores de la faceta

afectiva y ecologica.

En general, se parecia que los FPM utilizan algunos indicadores del subcomponente
situaciones-problemas para reconocer y valorar la propuesta del video (actividad, leccién o

configuracion didactica) indicando de manera general la “intencion didactica™ del video.
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Lenguajes: la mayoria de los FPM logra identificar sin inconvenientes los elementos
del lenguaje, reconociendo los diferentes registros de representaciones semidticas que se puede
visualizar en el video, como: natural o coloquial, simbdlica, algebraica, funcional, grafico y

geométrico. A modo de ejemplo, se muestra la respuesta de E4 en la Figura 8.40.

Figura 8.40
Parte de la resolucion de E4 de la Tarea 9 del video 1
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Ademas, E8 y E9 mencionan a la representacion funcional, indicando la expresion dy =
f'(x)dx que relaciona las diferenciales dy y dx, como se menciona en el video. (ver Figura
8.41).

Figura 8.41

Parte de la resolucion de E9 de la Tarea 9 del video 1
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La reflexion del docente en relacion con los elementos del lenguaje que intervienen y
emergen de las practicas matematicas y didacticas, no se reduce solamente a identificar los
tipos de lenguajes, sino que en la GVID-Diferencial, se avanza en la reflexion sobre el uso
idoneo de estos elementos segln sus destinatarios, en este sentido, dos FPM valoran que el

lenguaje empleado es adecuado al nivel educativo propuesto (ver Figura 8.41y Figura 8.42).

Figura 8.42
Parte de la resolucion de E3 de la Tarea 9 del video 1
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Tambien, se destaca que la valoracion experta/especifica que realiza E10 para
. . , . . oy . ., d
identificar los términos (lenguaje natural) que se utiliza en el video sobre la expresion d—i como

un Unico elemento y como cociente. Este hecho es didacticamente significativo ya que implica
un potencial conflicto epistémico-cognitivo, en particular es un conflicto del lenguaje
simbdlico del uso de la diferencial, como se ha destallado en el andlisis a priori y en capitulos
anteriores (ver Figura 8.43).

321



Figura 8.43

Parte de la resolucion de E10 de la Tarea 9 del video 1
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Teniendo en cuenta que el uso de videos educativos de YouTube proviene de diferentes
partes del mundo, resulta importante que los FPM puedan valorar que el lenguaje empleado
sea adecuado para los estudiantes, en este caso de Argentina, es asi como E6 considera
importante destacar que las caracteristicas y/o expresiones linguisticas que se utiliza en el video

corresponden a la regién de Centroamérica, como se evidencia en la Figura 8.44.

Figura 8.44

Parte de la resolucion de E6 de la Tarea 9 del video 1
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Por altimo, se recupera el comentario de E11 que menciona el uso del lenguaje
simbdlico para expresar y comunicar ideas matematicas “Se proponen situaciones de expresion

matematica e interpretacion, en los diferentes registros mencionados. Por ejemplo dy =
! . d ! 2
f'(x).dx; d—z = f'(x)” (E11).

En sintesis, se observa que los FPM han logrado utilizar todos los indicadores del
subcomponente (lenguajes) para valorar de manera idénea la diversidad de registros,
representaciones y usos de los elementos de lenguajes que intervienen y emerges de las

practicas matematicas y didacticas del video.

Conceptos-definiciones: todos los FPM logran identificar algunos conceptos
involucrados en las practicas matematicas y didacticas del video, como: diferencial, derivada,
funcion, cociente, pendiente, estimacion lineal y/o tangencial, aproximacion lineal, incremento
de la funcion, cantidad infinitamente pequefia e incremento infinitesimal. Si bien, es importante
que los FPM identifique los conceptos-definiciones involucrados, también es fundamental que
puedan valorar el grado de adecuacion de la presentacion de estos conceptos y si zona
adecuados al nivel educativo. En esta direccion, solo algunos FPM realizan algin comentario,

como se muestra en la Figura 8.45.
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Figura 8.45

Parte de la resolucion de E6 de la Tarea 9 del video 1
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En la respuesta del E6 (Figura 8.45) se observa que valora el tercer indicador del
subcomponente, que tiene que ver con proponer situaciones donde los estudiantes tengan que
generar o negociar definiciones que intervienen y emergen en el estudio de la diferencial
(Verdn, Giacomone, Pino-Fan, 2023). En esta valoracion, si bien es correcta si se considera
exclusivamente la participacion del estudiante, pero resulta parcialmente incorrecta si se
reflexiona sobre la discusion y planteos que realiza la autora del video sobre las definiciones
de los conceptos y sus relaciones, en particular, se considera fundamental los planteos que se
aprecian en el discurso para introducir a los diferenciales (ver Figura 8.46) y para explicar las

relaciones entre la derivada y la diferencial (ver Figura 8.47).

Figura 8.46

Parte de la resolucion de E8 de la Tarea 9 del video 1
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Figura 8.47
Parte de la resolucion de E4 de la Tarea 9 del video 1
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Por otro lado, se destaca la valoracién que realiza E7 ya que no solo identifica algunos
conceptos-definiciones que intervienen en la leccion del video, sino que logra profundizar su
valoracion indicando la representacion que se utiliza (lenguaje) para explicar los conceptos, lo
cual resulta fundamental que el FPM logre identificar la funcién que desempafian los objetos
matematicos y didacticos en la configuracion didactica, en este caso hace referencia a la

representacion grafica de los conceptos (ver Figura 8.48).
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Figura 8.48

Parte de la resolucion de E7 de la Tarea 9 del video 1
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En sintesis, se observa que los FPM logran identificar los conceptos-definiciones mas
relevantes que intervienen en la leccidon, como asi también, varios destacan las relaciones entre
la derivada y el cociente de diferenciales que realiza la autora del video. En este sentido, se
puede afirmar que los FPM hacen un uso adecuado de los indicadores de este subcomponente,
aungue resulta necesario profundizar su estudio para realizar valoraciones mas especificas de

las configuraciones didacticas.

Proposiciones: en general, la mayoria de los FPM logran identificar alguna proposicién
en la leccién del video relacionado principalmente con el concepto-definicion infinitesimales,
a modo de ejemplo, E8 menciona “dy como una cantidad infinitamente pequefia” y “dy como
un salto a la aproximacion a la recta tangente a la curva” (E8) (Figura 8.49). También, E9

menciona “un incremento infinitesimal dx en x y dy en y” (E9).

Figura 8.49

Parte de la resolucion de E8 de la Tarea 9 del video 1

o\efbew(c Q(\me(m\\(_\u@ JEQ..\ucu:meb ‘JQ 'Cl!ﬂ'b-o . de (c‘mﬁ
i I ' mal, 26 decr o
Pr0p051c10nes ueso on |nc(emem/ L 1:/-95. al g 4 l{ "(o,mo
cantided mfm\tf:méu ® pegueni ld Como on Salte e la AQoxs,
Mevwon A la cxdd l‘énq)e.v/:? a [a Cutve.

Otra proposicion que destacan varios FPM involucra a la derivada con el cociente

diferencial, por ejemplo, E1 menciona: “definicién de derivada como entidad umica” (E1) o
. d . T . . . .,
“plantea el cociente a_z sin significado propio, luego realiza la explicacion de cada uno por

separado utilizando el método grafico” (E2) (Figura 8.50).

Figura 8.50
Parte de la resolucion de E1 de la Tarea 9 del video 1
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Otras afirmaciones, establecen relaciones entre expresiones simbolicas donde
interviene la diferencial, como “Ay = dy diferencia infinitamente pequena” (E1, Figura 8.50),

entre otras, como se muestra en la Figura 8.51 de la respuesta de E3.

Figura 8.51
Parte de la resolucion de E3 de la Tarea 9 del video 1
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Ademas, E3 propone como proposiciones a “dx como una variable independiente” (E3)
lo cual expresa las relaciones entre los conceptos de funcién y definicién de la diferencial como

una variable.

En sintesis, en las valoraciones que realizan los FPM se observa que logran identificar
algunas proposiciones fundamentales, principalmente relacionados con los conceptos de
incremento, infinitesimal, derivada, funcion y variable. Ademas, se valora el potencial de la
utilizacion del lenguaje simbdlico para expresar y comunicar ideas matematicas vinculadas a

la diferencial. Pero también, se destaca el reconocimiento de determinadas afirmaciones que
. e , . ..o dy .
juegan una doble funcion segln el contexto de uso, es decir, la expresion —- €n un primer

momento se presenta como entidad Unica sin significado propio, pero luego, a medida que se
avanzaen la leccion del video, va cambiando, se establecen nuevas conexiones y adquiere otras
interpretaciones, como un cociente de diferenciales, 1o que implica que en la trayectoria
didactica propuesta por el video, se generan, discuten y conviven diferentes interpretaciones y
sentidos de expresiones relacionadas a la diferencial (Veron y Giacomone, 2022). Por tales
motivos, en la GVID-Diferencial, se encuentra un indicador especifico para valorar este hecho
que se considera fundamental que el FPM pueda identificarlo y usarlo de manera de promover
este tipo de situaciones en los procesos de ensefianza y aprendizaje de la diferencial (Veron,

Giacomone, Pino-Fan, 2023).

Procedimientos: los principales procedimientos que logran identificar los FPM de la
leccion del video; uno se relaciona con la “diferencia de la ecuacion” que consiste en
incrementar las variables x e y en una cantidad infinitamente pequefia dx y dy,
respectivamente (Verdn y Giacomone, 2021). A modo de ejemplo, se muestra la respuesta de
E4 en la Figura 8.52.
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Figura 8.52

Parte de la resolucion de E4 de la Tarea 9 del video 1
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El otro procedimiento que reconocen los FPM tiene que ver con las relaciones entre la
. . . . y d
derivada y la diferencial, los cuales surgen en el pasaje de la expresion dy = f'(x)dx a ﬁ =

f'(x), como se puede apreciar en la Figura 8.51. Ademas, resulta interesante destacar la
valoracion gue realiza E8 donde menciona la explicacion de como se representa graficamente
dy y Ay del video. Si bien, E8 no transcribe la explicacion a la que hace referencia, se considera
que el hecho de reconocer tal acto es de suma importancia ya que logra identifica run
procedimiento del tipo grafico de cémo se determina y dibuja los incrementos y las

diferenciales.

También, en los comentarios de los FPM hacen mencion de que los procedimientos son
adecuados al nivel educativo que propone el video, pero no presentan alguna justificacion
explicita de esta afirmacion. Por otro lado, E5 menciona que los procedimientos estan
relacionados con la diferencial de Leibniz, pero no presenta argumentos y/o evidencia que

valide su afirmacion.

En sintesis, se observa que los FPM logran identificar dos procedimientos
fundamentales de la diferencial; uno de ello considera a la diferencial como una cantidad
infinitamente pequefa vinculado a la diferencial de Leibniz; y el otro, aborda las relaciones
entre la derivada y la diferencial, considerando a esta ultima como variables, procedimiento
asociado a la diferencial de Cauchy (Veron, 2020; Veron y Giacomone, 2021).

Argumentos: en las respuestas de los FPM se observa que mencionan que en el video
se explica y justifica las proposiciones y procedimientos que intervienen en las practicas
matematicas y didacticas, pero no todos logran valorar con precision los argumentos que han
identificado. Solo E8, hace un andlisis mas profundo respecto a un procedimiento, como se

aprecia en la Figura 8.53.
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Figura 8.53

Parte de la resolucion de E8 de la Tarea 9 del video 1
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También, la mayoria de los FPM valora como positivo el uso de las representaciones
geométricas para apoyar y reforzar las argumentaciones, como se aprecia en la Figura 45. En

esta direccidn, E2 plantea que se utiliza la representacion grafica para observar los incrementos.

En sintesis, la valoracion que realizan los FPM resulta general, lo cual requiere volver
a reflexionar sobre las funciones que cumplen los argumentos, como objeto matematico, y en
el uso idoneo de los mismos para potenciar los procesos de ensefianza y aprendizaje de la
diferencial. En este sentido, E6 utiliza el indicar de la GVID-Diferencial para valorar que la
leccion del video no promueve situaciones donde los estudiantes tengan que argumentar, al
plantearlo como una propuesta de mejora. Si bien, no especifica, como se podria incorporar
tales situaciones, resulta interesante que los FPM puedan utilizar los indicadores de idoneidad
didactica para valorar y proponer potenciales mejoras de los procesos instruccionales (Godino,

Batanero y Burgos, 2023).

Por ultimo, en relacién con los significados institucionales que han logrado identificar
los FPM, se aprecia en sus valoraciones dos significados parciales de la diferencial; por un
lado, la “diferencial como una cantidad infinitesimal” (E3 y E7) vinculado a la Diferencial de
Leibniz (ver Figura 8.54); y también, la “diferencial como una variable independiente” (E3)
que esta vinculado a la Diferencial de Cuachy (ver Figura 8.55). Se considera importante que
el FPM pueda reconocer los objetos primarios que intervienen y emergen de las practicas
matematicas y didacticas, pero ademas es necesario que pueda reconocer cuales son las
relaciones y conexiones entre los objetos que permiten configurar un significado parcial de la
diferencial, de esta manera logra una mirada y una reflexion por parte del FPM mas competente
ya que el analisis y valoracion que efectia le permite identificar el significado parcial
involucrado en la leccion del video (Giacomone, 2018; Godino, Giacomone, Batanero y Font,
2017).
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Figura 8.54

Parte de la resolucion de E7 de la Tarea 9 del video 1
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Figura 8.55
Parte de la resolucion de E3 de la Tarea 9 del video 1

| S dx come varioble “‘“C\’Q“d‘;""‘k’ dy . f(-\\
Ox

Relaciones con otros conceptos | Yrerien %0 ¢ ingin &_es] S

Relaciones entre conceptos: en las valoraciones de los FPM se observa que logran
identificar los conceptos-definiciones que se relacionan con la diferencial en la leccién del
video, la mayoria menciona a la derivada, incremento y cantidad infinitesimal, y en menor
medida, mencionan a la pendiente, razén de cambio, funcion, variables, cociente, entre otros.

A modo de ejemplo, se muestra la respuesta de E10 en la Figura 8.56.

Figura 8.56
Parte de la resolucion de E10 de la Tarea 9 del video 1
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Una de las relaciones que mencionan la mayoria de los FPM es la relacion de igualdad
entre el cociente de diferenciales con la derivada expresada de manera simbdlica y algebraica
(ver Figura 8.55). Cabe destacar que E9 que menciona que se relacionan las notaciones
(lenguaje simbolico), lo que le permite realizar un analisis y valoracion mas especifico
indicando como va cambiando las relaciones y las interpretaciones de las expresiones a medida

que se avanza en la explicacion de la leccion del video (ver Figura 8.57).

Figura 8.57

Parte de la resolucion de E9 de la Tarea 9 del video 1
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Cabe aclarar que solo un FPM menciona en su valoracién otras relaciones con los

conceptos-definiciones que antes se han mencionado, indicando la diferencial como una
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cantidad infinitesimal y la diferencial como variables, como se observa en la respuesta de E8

en la Figura 8.58.

Figura 8.58
Parte de la resolucion de E8 de la Tarea 9 del video 1
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Procesos: la mayoria de los FPM menciona en su valoracién al proceso de
comunicacion y/o representacion de la diferencial, en particular, hacen foco en la utilizacion

del lenguaje simbodlico, como se puede apreciar en la respuesta de E2 en la Figura 8.59.

Figura 8.59

Parte de la resolucion de E2 de la Tarea 9 del video 1
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conceptualizacién,
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Tambien, surge el proceso de generalizacion de las relaciones entre la derivada y la
diferencial, el proceso de representacién gréfica y la conceptualizacion de la diferencial, por
ejemplo, “dy como una cantidad pequefia” (E4). A continuacion, se muestran en las Figura

8.60 y Figura 8.61 como los FPM mencionan estos procesos en sus valoraciones.

conceptualizacion, 3
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Figura 8.60
Parte de la resolucion de E4 de la Tarea 9 del video 1
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Figura 8.61
Parte de la resolucion de E9 de la Tarea 9 del video 1
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Conflictos epistémicos: resulta importante que el FPM logre identificar las practicas
matematicas y/o didacticas de las cuales pueden surgir conflictos epistémicos potenciales
vinculados a los objetos y procesos matematicos que intervienen y emergen en los procesos de
ensefianza y aprendizaje de la diferencial. En esta direccion, 9 FPM han logrado identificar
diferentes tipos de conflictos epistémicos, algunos vinculados a las expresiones simbdlicas de
la diferencial, otros a las relacién de la diferencial con la derivada, y por Gltimo, al proceso de
conceptualizacion de la diferencial y sus relaciones; éstos conflictos estan vinculados
principalmente a las practicas matematicas que intervienen en la leccion del video, pero
también, algunos FPM han logrado reconocer conflictos en las practicas didacticas, que tienen
relacion con las ambigliedades y/o contradicciones que surgen de las explicaciones del autor
del video en los diferentes momentos didacticos de la leccién (configuraciones didacticas).

El E3 identifica que la expresién Z—z genera un conflicto ya que en el video se plantea

que es una entidad Unica y que no representa un cociente, aunque luego se defina como un
cociente de diferenciales. En esta valoracion convergen diferentes conflictos epistemicos, por
un lado, hay un conflicto epistémico asociado al lenguaje simbdlico, ya que se denota con un
cociente, pero se lo presenta como un simbolo que no representa un cociente sino una derivada
(Verdn y Giacomone, 2022). Por otro lado, hay un conflicto epistémico en los procesos de
conceptualizacidn, interpretacion y representacion del cociente de diferenciales, porque se
establece que se debe considerar como un unico simbolo (Ely, 2021), pero luego se separa en
dos partes para definir a cada diferencial y adquiere una interpretacion de cociente, este hecho
es didacticamente significativo porque los cambios que producen generan conflictos
epistémicos. A modo de ejemplo, se muestran las valoraciones de E3 y E9 en las Figura 8.62

y Figura 8.63.

Figura 8.62

Parte de la resolucion de E3 de la Tarea 9 del video 1
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Figura 8.63

Parte de la resolucion de E9 de la Tarea 9 del video 1

come WM ;oc_‘ent?.,pcifo 'Uch,O 2 h?,ns(:orm:» en u

cocén .

Riesedts ut2 coalradiccon 3l 92cir gque no se Vuede rﬁ
n

Conflictos epistémicos

330



Ademas, también se presenta un conflicto en el proceso de conceptualizacion e
interpretacion de la diferencial al mencionar que “dx y dy no tienen significado propio, pero

se las puede definir” (E7) como se aprecia en la respuesta de E11 en la Figura 8.64.

Figura 8.64
Parte de la resolucion de E11 de la Tarea 9 del video 1
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Ali mmm se presenta estas anotaciones para derivada, sin explicar que es du.

Nos dice en primer momento, que el objetivo es definir a g“ﬂy gz(mcomo un
verdadero cociente. Pero, antes va escribe ese cociente v se menciona que es la
derivada, sin fundamentar porque Leibniz lo penso de esa forma o si ya se habia
basado en el concepto de diferencial

También, se advierte que E11 intenta recuperar en su analisis a las contradicciones y
ambigiedades que surgen en la leccién del video. Ademas, menciona que, en la leccion, se

menciona a du sin explicar que significa o representa.

Por ultimo, se recupera la valoracién que realiza E10 al plantear que al estar la leccion
en un video resulta dificil pensar en momentos de reflexion y participacion de los estudiantes
en el proceso. De esta manera, se advierte como el FPM considera un indicador de la GVID-
Diferencial que plantea propiciar espacios de discusion y reflexion para que los estudiantes
puedan compartir sus interpretaciones y sentidos que le atribuyen al uso de los diferenciales

segun el contexto de uso (Veron, Giacomone, Pino-Fan, 2023).

En las Tabla 8.3 a Tabla 8.14 se describe qué tan pertinente es el uso que hacen los
futuros profesores sobre los indicadores de idoneidad didactica para cada una de las facetas y
para cada uno de los videos. Para esto se han considerado cuatro categorias: Adecuado, Poco

adecuado, No adecuado, Ausencia.

— Adecuado: cuando utiliza y valora de manera correcta el indicador o parte de él.

Ademas, incluye al menos una evidencia que muestre y justifique su valoracion

— Poco adecuado: cuando utiliza y valora de manera parcialmente correcta el
indicador o parte de él. O no se incluye evidencia que muestre y justifique su

valoracion

— No adecuado: cuando utiliza y valora de manera incorrecta el indicador
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— Ausencia: se incluye esta categoria cuando el FPM no hace referencia al indicador

para valorar las practicas matematicas y didacticas del video.

Tabla 8.3
Grado de pertinencia del uso de los indicadores de la faceta epistémica por los FPM del
video 1 (n=11)

Faceta Epistémica Pertinencia de la valoracion

; _cgcs o -cgts @ -cgcs 'g

Componentes  Subcomponente Ingllca_dores 2 33 821 o

odigos D a o Z o &

Z ks T <

Situaciones- SPL 2 L L !

problemas SP2 3 3 >

SP3 1 10

L1 9 2 0

Lenguajes L2 L L 9

L3 2 1 8

L4 1 10

Significados Conceptos- C1 7 1 3

institucionales definiciones C2 8 1 2

C3 4 2 5

Proposiciones Ppl 6 4 L

Pp2 5 6

Procedimientos Pcl 6 5 0

Al 1 8 2

Argumentos A2 4 &) 2

A3 1 10

Relaciones R1 2 3 6

R2 11 0

Comunlcaup,n- p1 4 1
argumentacion

Procesos o P2 2 9

Modelizacién P3 3 3

Conceptualizacion P4 3 1 7

CEl 4 7

CE2 4 2 1 4

Conflictos Epistémicos CE3 5 6

CE4 1 10

CE5 1 10

En general, en la Tabla 8.3, se muestra un resumen que refleja el grado de pertinencia
de las valoraciones que realizan los FPM de cada uno de los indicadores de la faceta epistémica.
Es decir, que de esta manera es posible identificar qué tan competente es el uso de los

indicadores de la GVID-Diferencial que hacen los FPM al valorar los videos educativos.
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En particular, en relacion con la faceta epistémica, se observa que se utilizan de manera
competente la mayoria de los indicadores, a excepcion de algunos de los conflictos epistémicos
y los procesos. Pero es posible afirmar, que la mayoria de las valoraciones que realizaron los
FPM hacen un uso adecuado del indicador ya que en su evaluacion presentan evidencias o

ejemplos especificos de lo que estan considerando.

Aclaracion importante: Resulta necesario remarcar que los datos de la tabla no reflejan
el grado de idoneidad del video, sino que reflejan el grado de adecuacién del uso de los
indicadores de la GVID-Diferencial por parte de los FPM para valorar el video, con lo cual la
informacion que brinda nos permite reflexionar sobre el grado de desarrollo de la competencia

de andlisis y valoracion de la idoneidad didactica en los FPM.

Por ejemplo, un FPM puede expresar que en el video no se proponen espacios para que
los estudiantes compartan sus interpretaciones con relacion a la diferencial, entonces, frente a
este comentario, el FPM hace un uso adecuado del indicador CE5 (ver en la GVID-Diferencial)
del conflicto epistémico, porque le permite valorar la propuesta con relacion a la gestion de los
conflictos epistémicos. Pero esto no significa que la lecciéon del video genere este espacio

contemplando lo que expresa el indicador, sino todo lo contrario.
8.5.3.2.2 Faceta Cognitiva

En esta faceta se analizaran las valoraciones que realizaron los FPM sobre los siguientes

componentes:

Significados personales (Aprendizajes): Si bien la mayoria de los FPM no presentan
ninguna valoracién en relacion con esta componente, pero solo tres realizan algunos
comentarios generales. Por ejemplo, E6 plantea que “consigue que los significados personales
de los estudiantes se relacionan con los significados institucionales pretendidos” (E6) Este
comentario es parcialmente incorrecto ya que no es posible advertir en la leccion del video las
practicas personales de los estudiantes para poder valorar sus aprendizajes. EI mismo FPM,
menciona como propuesta de mejora incorporar la evaluacion de los aprendizajes para mejorar
el proceso. En cambio, E11 menciona respecto a los aprendizajes que “no se registra” indicando
de esta manera que no es posible observar en la leccién del video los aprendizajes de los

estudiantes ya que estos no intervienen en ningln momento.

Relaciones (conexiones): 6 FPM han realizado algun comentario respecto a los
indicadores de las relaciones, y uno de ellos, plantea promover un aprendizaje de tipo relacional
de manera que los estudiantes puedan establecer relaciones y conexiones entre los significados
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parciales de la diferencial, sus sentidos, sus representaciones y contextos de uso (Verén,
Giacomone, Pino-Fan, 2023). En este sentido, E1 menciona que en la leccion del video “se
relaciona la diferencial con la derivada” (E1), también, E9 hace referencia a las notaciones
(lenguaje simbolico) que expresan relaciones entre la derivada y el cociente de diferenciales.
A modo de ejemplo, se muestra la valoracion de E10 en la Figura 8.65.

Figura 8.65

Parte de la resolucion de E10 de la Tarea 9 del video 1

[Proporen more~dod dz reloedd. entre oS
&;ogre/\ kr;' toncptar T U 5\R. P@‘(CAQ)-ZIB \ S=
lezl’ i CeencieX .

Relaciones (conexiones)
Por otro lado, resulta interesante la propuesta de mejora de E6, donde menciona
“Plantear situaciones que relacionen el diferencial con posibles aplicaciones de la fisica, etc.”
(E6). En su comentario, se aprecia que ha logrado advertir que las situaciones-problemas que
se plantean en la leccion del video, no son vinculadas con otras ciencias, como la fisica,
quimica, ingenieria o ciencias experimentales, aspecto considerado fundamental a tenerlo
presente en los procesos de ensefianza y aprendizaje de la diferencial (Lopez-Gay et al., 2015;

Verén, Giacomone y Pino-Fan, 2023)

Procesos: la mayoria de los FPM no han realizado algin comentario a este componente,
sin embargo, resulta interesante analizar la valoracion de E6 ya que menciona que “No se
observa que se tenga en cuenta los procesos matematicos metacognitivos” (E6). En este
sentido, resulta de interés para esta investigacion que el FPM valora y reconoce la importancia
de considerar los procesos que ponen en juego los estudiantes para el proceso instruccional,
por tales motivos, plantea que no se aprecia en las configuraciones didacticas del video que se
planteen situaciones para fortalecer y/o recuperar estos procesos. Si bien, la valoracion y la
propuesta de mejora del FPM resulta general (ver Figura 8.66), es valioso en el marco del
desarrollo de la competencia de analisis y valoracion de la idoneidad didactica que los FPM
utilicen las facetas, componentes e indicadores de idoneidad para valorar las clases y proponer
mejoras (Giacomone, Godino y Beltran-Pellicer, 2018; Beltran-Pellicer y Giacomone, 2018),
con lo cual, en cierto punto, este FPM lo ha logrado al advertir una ausencia que considera

relevante a tener en cuenta para mejorar el proceso instruccional.
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Figura 8.66

Parte de la resolucion de E6 de la Tarea 9 del video 1
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Conocimientos previos: en los 6 comentarios de los FPM respecto a esta componente,
algunos, hacen mencién de los conceptos-definiciones que deberian tener los estudiantes para
entender las explicaciones del video, como, por ejemplo: cantidad, variable, funcion, pendiente,

distancia entre dos puntos, variacion, acumulacion y derivada.

Por otro lado, la valoracion que hacen los FPM se enfoca en los elementos del lenguaje
que forman parte de los conocimientos previos, en el cual mencionan la utilizacién adecuada

de los registros simbdlicos, con las notaciones de la diferencial, y los registros graficos.

También, resulta importante destacar que en la GIVD-Diferencial se remarca la
necesidad de considerar el uso y las interpretaciones de los objetos matematicos, desde la
perspectiva personal, para facilitar y potenciar la comunicacion de las ideas matematicas y de
la informacidn en general, en este sentido, recuperamos la valoracion de E4 porque no solo
menciona algunos conceptos-definiciones como conocimientos previos, sino que avanza, en la
direccion de valorar que las representaciones graficas y las expresiones simbdlicas facilitaron

entender algunas ideas en relacion a la diferencial, como se parecia en la Figura 8.67.

Figura 8.67
Parte de la resolucion de E6 de la Tarea 9 del video 1
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Diferencias individuales: en los primeros once minutos del video no se logra apreciar
que se tenga en cuenta las diferencias individuales de los estudiantes ya que estos no participan
y no se menciona los mismos. Pero en la segunda parte del video, se incluyen otros tipos de
situaciones-problemas, como actividades de ampliacion y ejemplificacion donde se plantea la
discusién con relacion al uso de la diferencial en el contexto del problema, esta cuestion es
destacada por E11 al mencionar: “Se incluyen actividades de contraejemplos y analogias. Por
ejemplo, plantear la discusion sobre la aproximacion, que se presenta al realizar los célculos

de:dA = A (1).dl y AA en relacion con los significados del diferencial” (E11).
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Conflictos cognitivos: la mayoria de los FPM no han realizado algin comentario
respecto a esta componente, sin embargo, E4 plantea que, si bien no se observan estos
conflictos en la leccidn del video educativo, destaca que en el video se realizan aclaraciones
respecto a la relacion entre la derivada y los diferenciales, en particular, por el uso y el

. . . . Ly d . .
significado de expresiones simbdlicas como d—i = f'(x), cuestion que se ha analizado con
detalle en la faceta epistémica.

Tabla 8.4

Grado de pertinencia del uso de los indicadores de la faceta cognitiva por los FPM del video
1 (n=11)

Faceta Cognitiva Pertinencia de la valoracion
Indicadores Poco Nada .

Componentes Codigos Adecuado adecuado  adecuado Ausencia
Significados personales Al 2 9
(Aprendizajes) A2 2 9
Relaciones (conexiones) R1 2 J
R2 1 3 7
Procesos P1 2 9
C1 4 2 5
Conocimientos previos C2 11
C3 3 1 7
D1 1 10
Diferencias individuales D2 11
D3 1 10
. .\ CC1 1 1 9
Conflictos cognitivos cC2 1 10

En general, en la Tabla 8.4, se muestra un resumen que refleja el grado de pertinencia
de las valoraciones que realizan los FPM de cada uno de los indicadores de la faceta cognitiva.
Es decir, que de esta manera es posible identificar qué tan competente es el uso de los

indicadores de la GVID-Diferencial que hacen los FPM al valorar los videos educativos.

Como se ha previsto, la valoracion de la faceta cognitiva resulta dificil ya que no se
observan las préacticas personales de los estudiantes, por las caracteristicas del video. Pero
resulta interesante la informacién que se puede extraer al observar que existen caracteristicas

del video que dan cuenta de conocimientos cognitivos.

Ademas, resulta necesario aclarar que la mayoria de los FPM no realizan comentario
sobre estos indicadores, lo que genera que aumenten las ausencias, lo que indica es que no se

valord o no se puede valorar ese indicador, esto no quiere decir que hayan valorado o utilizado
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de forma incorrecta el indicador, ya que al analizar el video no es posible valorar todos los
indicadores, pero si pueden ser utilizados para proponer mejoras, como lo han hecho algunos
FPM.

8.5.3.2.3 Faceta Afectiva

En esta faceta se valora las emociones, actitudes, creencias y valores de los sujetos
implicados en los procesos de ensefianza y aprendizaje, en este caso particular, al tratarse de
un video educativo, no es posible realizar valoraciones respecto a las componentes de la
dimensién afectiva de los estudiantes, pero si es posible advertir aspectos del video que

potenciar determinados aspectos de esta faceta.

En cuanto a las emociones y/o actitudes, varios FPM valoran como positivo dos
aspectos importantes que destacan del video; por un lado, el uso de un lenguaje natural (1éxico)
contextualizado a los estudiantes, por ejemplo, “Se puede apreciar que el lenguaje utilizado no
es técnico, sino que esta relacionado al lenguaje cotidiano del estudiante” (E7), “utiliza un
lenguaje cercano al de los estudiantes” (E3), “Léxico contextualizado al estudiante” (E10); por
otro lado, el uso de los colores para diferenciar y destacar aspectos puntuales de la leccion del
video, es valorado por varios FPM, por ejemplo, se muestra la respuesta de E9 en la Figura
8.68.

Figura 8.68
Parte de la resolucion de E9 de la Tarea 9 del video 1
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Ademas, destacamos la valoracion de E11, en la componente actitudes, ya que no solo
menciona que se usa colores en la leccion del video, sino que ademas indica la funcion que
cumplen los colores en las explicaciones y sus beneficios, como se puede apreciar en la Figura
8.69.

337



Figura 8.69

Parte de la resolucion de E11 de la Tarea 9 del video 1

Se presentan palabras motivacionales para que las personas que estén viendo el video,
lo continien haciendo. Esto se ve reflejado cuando dice:
“Ahora vamos tu y yo a caminar un pequeiio paso hacia adelante”

Algo para destacar que no todos lo hacen en los videos es remarear las escrituras
importantes con colores diferentes o alguna vifieta para resaltar lo importante y que
la comprensién sea més facil.

Sobre las creencias, solo E2 y E6, mencionan que “al comenzar el video expreso que
la diferencial es un concepto que es dificil de comprender” (E2). Este hecho es didacticamente
significativo ya que se considera que las creencias, actitudes y los valores entran en juego en
la toma de decisiones de los sujetos en relacion con las estrategias didacticas, gestion de la
clase, concepciones sobre la ensefianza, competencia matematica de los estudiantes, entre otros
(Moreno y Azcérate, 2003).

Tabla 8.5
Grado de pertinencia del uso de los indicadores de la faceta afectiva por los FPM del video
1 (n=11)

Faceta Afectiva Pertinencia de la valoracion
Componentes Indicadores/Codigos Adecuado Poco Nada Ausencia
adecuado adecuado
Emociones El 3 1 7
Actitudes Al 1 2 8
Creencias C1l 1 1 9
Valores V1 1 10

En general, en la Tabla 8.5, se muestra un resumen que refleja el grado de pertinencia
de las valoraciones que realizan los FPM de cada uno de los indicadores de la faceta afectiva.
Nuevamente resulta dificil considerar la valoracion de todos los indicadores ya que no se
observar a los estudiantes por las caracteristicas del video, pero si es posible valorar

determinados aspectos en relacion con el autor del video y la situacion.
8.5.3.2.4 Faceta Interaccional

Interacciones docente-estudiante: en las valoraciones de los FPM consideran que en la
leccidn del video, las configuraciones didacticas, realizan una presentacion clara, ordenada y
secuenciada de la diferencial y sus relaciones con los otros conceptos-definiciones como la

derivada, a modo de ejemplo, se muestra la respuesta de E4 ya que no solo menciona lo anterior,
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. . ., , ., . T d .z
sino gque destaca la explicacién y los vinculos de la expresion simbdlica d—z en relacién con la

derivada y los diferenciales para evitar potenciales conflictos (ver Figura 8.70).

Figura 8.70

Parte de la resolucion de E4 de la Tarea 9 del video 1
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También, se destaca la valoracion que realiza E8 ya que menciona el tipo de
configuracién didactica que logra identificar en la leccion del video educativo, es asi que, en
primer lugar, se plantea una conceptualizacion algebraica de la diferencial, y luego, la leccion
se caracteriza por una configuracion que resalta la representacion gréfica (ver Figura 8.71).
Ademas, E8 propone como mejora, plantear situaciones que permitan establecer relaciones con
otros conceptos como el limite y la integral, el cual resulta un aporte importante para la

reflexion sobre la trayectoria didactica.

Figura 8.71

Parte de la resolucion de E8 de la Tarea 9 del video 1
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Por otro lado, E11 realiza una propuesta de mejora al mencionar “Sucede que, si se hace
el video en pantallas digitales, la escritura con el pincel no queda muy ordenada y prolija”
(E11) donde observa las caracteristicas visuales de la comunicacion que tienen que ver con el
formato de la escritura, de tal manera de mejorar la comunicacion de las ideas matematicas que
se aprecian en el video. Resulta importante los comentarios de E11 ya que reflexiona sobre
aspectos del video educativo que se pueden mejorar para facilitar la comunicacion, la cual es
una caracteristica fundamental para tener presente para potenciar las interacciones entre

docentes y estudiantes.

Ademas, E10 destaca que en la leccion del video se realizan preguntas, aspecto que se
considera importante ya que el uso de interrogantes propicia espacios de intercambio entre
docente y estudiantes y entre los mismos estudiantes sobre determinadas cuestiones de la

leccion.
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Interaccion entre estudiantes: la mayoria de los FPM menciona que no se registran
interacciones entre los estudiantes o0 momentos de didlogo dado que la leccion del video
educativo no propone una configuracién del tipo dialégica y colaborativa, sino que se
caracteriza por realizar una presentacion del concepto avocando en una configuracion del tipo

magistral.

También se destaca las apreciaciones de E11 al mencionar que “En el video la persona
que lo graba presenta una actitud muy cémoda y un lenguaje que posibilita el seguir viendo sin
aburrirse” (E11). Si bien, su valoracion corresponde mas bien a la componente actitudes de la
faceta afectiva, se considera que, para potenciar las interacciones entre los estudiantes, el
ambiente de trabajo generado por el docente debe ser adecuado y brindar comodidad para los
estudiantes. De esta manera, es posible establecer relaciones entre las componentes de las
distintas facetas (afectiva-interaccional) ya que es imposible reflexionar sobre un solo aspecto
sin considerar todas las facetas que intervienen en el proceso de ensefianza y aprendizaje de la

diferencial.

En relacion con la autonomia, la mayoria de los FPM plantean que existe un cierto
aspecto de esta componente en el momento de que el estudiante debe asumir la responsabilidad

de ver el video y seguir las explicaciones que se presentan en la leccion.

Con respecto a la evaluacion formativa, solo E8 realiza un comentario indicando que
una forma de evaluacién consiste en considerar los conocimientos previos de los estudiantes,

aspecto que se puede asociar a la evaluacion diagnostica o inicial.

Tabla 8.6
Grado de pertinencia del uso de los indicadores de la faceta interaccional por los FPM del
video 1 (n=11)

Faceta Interaccional Pertinencia de la valoracién
Indicadores Poco Nada )
Componentes Codigos Adecuado adecuado  adecuado Ausencia
Interacciones
docente-estudiante IDE1 S 4 1 1
Interacc!on entre IEEL 5 9 v
estudiantes
Autonomia Al 3 8
Evaluacion EF1 1 10
formativa EF2 11

En general, en la Tabla 8.6, se muestra un resumen que refleja el grado de pertinencia

de las valoraciones que realizan los FPM de cada uno de los indicadores de la faceta
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interaccional, donde es posible advertir potenciales mejoras al uso y gestion del recurso (video

educativo) para potenciar la evaluacion formativa.
8.5.3.2.5 Faceta Mediacional

Sobre los recursos materiales los FPM valoran el uso de un recurso tecnolégico
audiovisual compuesto por el video y sefialan el empleo de una pizarra digital. Resulta
interesante la propuesta de mejora de E6 donde plantea utilizar una aplicacién que permita
construir graficos para evitar realizarlos a “mano alzada” (E6), de tal manera que se mejore su
presentacion. Por otro lado, E10 propone “sumar otro [recurso] que favorezca la escritura y
lectura del proceso” (E10), cuya incorporacion permitird mejorar la comunicacion de las ideas

matematicas del video.

Si bien, la mayoria de los FPM plantea que se utiliza de manera dptima la pizarra digital,
E7 realiza un analisis mas profundo indicando que la autora del video realiza utiliza de manera
adecuada la distribucion del espacio de la pizarra. Ademas, destacamos la valoracion de E9
donde avanza con sus reflexiones y recupera una caracteristica muy importante que se potencia
con el uso de los recursos tecnoldgicos, como las pizarras digitales, la posibilidad de volver
sobre lo escrito para reforzar una explicacién, retomar alguna cuestion puntual, o para
establecer nuevas relaciones, esta posibilidad de retomar o volver en cualquier momento en

cualquier parte del desarrollo de la leccion es una gran ventaja del uso de estos recursos.

En la componente condiciones ambientales, la mayoria de los FPM no han realizado
algun comentario, pero solo dos realizan una valoracién desde perspectivas diferentes. EI E6
plantea que “las condiciones ambientales dependen de la situacion propia de quien mira el
video” (E6), posicionado de esta forma su mirada en pensar en las condiciones en las cuales
los estudiantes visualizan el video. En cambio, E2 reflexiona sobre las caracteristicas del video
que permiten una clara visualizacién, en el sentido de que se escucha correctamente el discurso
del autor, se puede leer y observar sin inconvenientes las escrituras y graficos del video,

aspectos que permiten generar un ambiente comodo al visualizar el video (ver Figura 8.72).

Figura 8.72

Parte de la resolucion de E2 de la Tarea 9 del video 1
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Condiciones ambientales
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En relacién con el tiempo de ensefianza y aprendizaje, la mayoria de los FPM menciona
que la distribucion del tiempo en la leccion del video, segun las diferentes configuraciones
didacticas que se presentan, fue adecuada ya que “el tiempo empleado para la explicacion en
el video resulté adecuado” (E6), “el tiempo de explicacion y organizacion de las intervenciones
fueron correctas” (E3), “la distribucion del tiempo es idonea en relacion con la organizacion

de los momentos de ensefianza” (E7).

Tabla 8.7
Grado de pertinencia del uso de los indicadores de la faceta mediacional por los FPM del
video 1 (n=11)

Faceta Mediacional Pertinencia de la valoracién
Indicadores Poco Nada )
Componentes Codigos Adecuado adecuado  adecuado Ausencia

Recursos materiales RM1 7 3 1

Condmones CAL 1 1 9

ambientales

Tiempo de

ensefianza y T1 4 7

aprendizaje

En general, en la Tabla 8.7, se muestra un resumen que refleja el grado de pertinencia
de las valoraciones que realizan los FPM de cada uno de los indicadores de la faceta
mediacional, donde es se observa un gran uso pertinente del indicador con relacion a la
utilizacion y gestion de los recursos materiales, pero es insuficiente en los demas indicadores.

Parte de esta cuestion esta vinculada por las limitaciones del dispositivo didactico.
8.5.3.2.6 Faceta Ecoldgica

Esta faceta valora el grado en que una propuesta (leccion del video educativo) es

adecuado dentro del entorno en que el que se realiza (Godino, 2013; 2021).

En relacidn con la componente adaptacion al curriculo, la mayoria de los FPM plantean
que la propuesta de la leccion del video es adecuada para el nivel secundario y/o superior.
Ademas, E1 y E5 agregan que la propuesta “se adepta al curriculum de futuros profesores de
matematica” (E1), en este sentido, E9 realiza una valoracion més especifica indicando que la
propuesta se encuentra “adaptado a nuestro nivel [FPM] ya que se trabaja contenidos del disefio
[Disefio curricular jurisdiccional del Profesorado de Educacion Secundaria en Matematica]”

(E9). Sin embargo, E4 menciona un aspecto importante del video, que en el mismo no se aclara
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0 menciona para “hacia quien va dirigida la presentacion” (E4), destacando de esta manera un

aspecto importante a reflexionar sobre los destinatarios del video.

Con respecto a la componente apertura hacia la innovacién, encontramos dos posturas
en las valoraciones de los FPM; por un lado, algunos plantean que no se tiene en cuenta los
resultados de las investigaciones en didactica del céalculo ya que “no se mencionan
investigaciones” (E6); pero, por otro lado, otros FPM plantean que se utiliza las nuevas
tecnologias para la realizacion y presentacion del video. EI comentario de E6 nos lleva a
reflexionar sobre ¢cémo considera un FPM que se utilizan los resultados de las investigaciones
en didactica del calculo para mejorar y potenciar los procesos de ensefianza y aprendizaje de
las matemaéticas? Un posible ejemplo de este interrogante lo ha realizado E10 en su valoracion
al hacer referencia a la diversidad de significados de los conceptos, en este caso en particular,

de la diferencial (ver Figura 8.73).

Figura 8.73
Parte de la resolucion de E10 de la Tarea 9 del video 1
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Ademas, recuperamos la valoracion de E4 ya que agrega la posible finalidad y/o utilidad
del video en una propuesta mas amplia de ensefianza, porque menciona que la leccién del video
“sirve para reforzar el concepto de diferencial” (E4), con lo cual agrega, en cierto sentido, un
aspecto para tener en cuenta con la utilizacion de recursos tecnoldgicos, como videos
educativos que permitan “abordar la modelizacion matematica, el tratamiento y conversion
entre los diferentes registros de representacion semidtica y la integracion de varias disciplinas”

(Veron, Giacomone y Pino-Fan, 2023).

Sobre la componente adaptacion socio-profesional, la mayoria de los FPM plantean
que la propuesta del video educativo esta adaptada a la formacién de un futuro docente, en
particular, E8 agrega, que la propuesta contribuye a un “futuro profesor de matematicas, fisica,
ingeniero” (E8). Si bien, no logran explicitar, en esta seccion, justificaciones de sus
afirmaciones, se considera que en las facetas anteriores han mostrado diferentes caracteristicas

que le permiten validar estas afirmaciones.

En relacion con los valores en la educacion, la mayoria de los FPM no realiza ningin

comentario, algunos tachan el espacio en la tabla para esta componente, E6 menciona que “no
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se registra” (E6), pero E11 plantea que “el video fomenta los valores democraticos como el
pensamiento critico” (E11). En la afirmacion de E11 se advierte que utiliza el indicar para
resaltar el pensamiento critico que propician la leccion del video, aunque no se muestra
evidencia de este aspecto, se considera que la valoracion es adecuada ya que la organizacion
de las configuraciones didacticas que conforman la leccion y las practicas matematicas y
didacticas que se presentan en el video, intentan generar espacios de discusion sobre ideas

matematicas en relacion a la diferencial, fomentando de esta manera espacios de reflexion.

Por ultimo, respecto a las conexiones intra e interdisciplinarias, la mayoria de los FPM
mencionan que la propuesta del video educativo permite establecer conexiones intra
matematicas con los conceptos-definiciones de derivada, variables, funcién, infinitesimales,
diferenciales, pendiente y razén de cambio. En general, no mencionan la ausencia de las
conexiones interdisciplinarias, ya que no se presentan en la leccion del video, pero resulta de
interés para esta investigacion que los FPM puedan valorar los indicadores que se pueden
observar en el video y también, puedan reconocer los indicadores que no se presentan para

proponer potenciales mejoras de la leccion.

Tabla 8.8
Grado de pertinencia del uso de los indicadores de la faceta ecoldgica por los FPM del video
1 (n=11)

Faceta Ecoldgica Pertinencia de la valoracion
Indicadores Poco Nada .
Componentes Codigos Adecuado adecuado  adecuado Ausencia
Adaptacion al curriculo AC1 6 2 3

Apertura hacia la

) AN All 2 1 8
innovacion didactica
Adaptauon socio- AS1 3 1 v
profesional y cultural
Educacién en valores EV1 1 1 9
Conexiones intra e cI1 6 1 4

interdisciplinarias

En general, en la Tabla 8.8, se muestra un resumen que refleja el grado de pertinencia
de las valoraciones que realizan los FPM de cada uno de los indicadores de la faceta ecoldgica,
donde se aprecia que los FPM han logrado utilizar de manera adecuada la mayoria de los

indicadores de esta faceta.

8.5.3.3 Analisis y valoracion del video 2 utilizando la GVID-Diferencial

8.5.3.3.1 Faceta Epistémica
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Significados institucionales

Situaciones-problemas: la mayoria de los FPM destacan que en la leccidn del segundo
video educativo, se establecen relaciones entre la integral y la diferencial a partir de una
propuesta para determinar la longitud total de una curva en un intervalo dado, como lo expresa

E9 en su valoracién (ver Figura 8.74).

Figura 8.74

Parte de la resolucion de E9 de la Tarea 9 del video 2
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Ademas, se puede apreciar en la respuesta de E9 que menciona una caracteristica
importante de la leccidn que es la explicacion de todos los pasos necesarios para establecer la
diferencial (en particular, la diferencial longitud dL). De esta manera, el FPM realiza una
valoracion especializada ya que recupera caracteristicas de las practicas matematicas y

didacticas donde interviene de manera clave la diferencial.

También, se destaca la valoracion de E1 la cual menciona que “la situacion dada como
ejemplo generaliza correctamente la aplicacion de integral definida” (E1), donde se advierte
que recupera que el tipo de situacion (aplicacién) y el proceso matematico involucrado
(generalizacion), realizando de esta manera una valoracion mas especifica de la propuesta del
video. En este mismo sentido, E3, E4 y E10 mencionan que la situacién-problema plantea a la
conceptualizacion de la diferencial, destacando de esta manera el proceso que caracteriza a la

situacion, pero no logran especificar qué se esta conceptualizando de la diferencial.

Por ultimo, se destaca lo que agrega E11 al mencionar que en la presentacion del video
se explica como calcular la longitud de una curva “aplicando el decdlogo para el
establecimiento de la integral definida, basado en la definicion de integral acorde a Leibniz”
(E11). En primer lugar, recupera el término “decalogo” ya que en la leccion se presentan los
diez pasos a realizar para resolver la situacion-problema. Segundo, considera el proceso de
conceptualizaciéon de las relaciones entre la diferencial y la integral definida; y tercero,
menciona que se trabajara con la integral en el contexto de Leibniz, con lo cual, se puede
afirmar que los elementos que recupera E11 para realizar sus comentarios indican que ha
logrado utilizar los criterios para realizar un analisis mas detallado de esta componente de la

faceta epistémica.
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Lenguajes: en todas las valoraciones que realizan los FPM mencionan que en la leccion
del video se observa el uso de diversos tipos de lenguajes como: natural, algebraico, simbélico,
geométrico y funcional. A modo de ejemplo, se muestra en la Figura 8.75 la valoracién de E1,

donde se muestran algunas evidencias del uso de los lenguajes.

Figura 8.75
Parte de la resolucion de E1 de la Tarea 9 del video 2
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Resulta interesante destacar, las valoraciones que realizan E2 y E3, ya que no solo
mencionan los diferentes tipos de lenguajes, sino que agregan su funcion en el contexto de la
leccion, esto se observa, por ejemplo, al mencionar que se utiliza el “lenguaje natural al explicar
[lo] simbdlico en las notaciones, algebraico en la resolucion” (E2, ver Figura 8.76). Estas
valoraciones que realizan los FPM implica un uso més competente de los criterios que
conforman la componente lenguajes ya que no solo mencionan los diferentes tipos de lenguajes
que intervienen, sino que avanzan en indicar la funcion y/o lugar que ocupa un tipo de lenguaje
en el desarrollo de la propuesta de la leccién, con lo cual implica un uso competente de los
criterios de la GVID-Diferencial, y en consecuencia, un progreso en el desarrollo de la
competencia de anlisis y valoracion de la idoneidad didactica.

Figura 8.76

Parte de la resolucion de E2 de la Tarea 9 del video 2
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Asimismo, se destaca el aporte de E10 que ademas de mencionar los diferentes tipos de
lenguajes, agrega las relaciones entre los lenguajes. En este sentido, en la valoracion se advierte
que el FPM considera las relaciones entre los lenguajes como un indicador del potencial de la

leccion del video de la faceta epistémica.

Por otro lado, es importante que los FPM puedan valorar si el lenguaje empleado en la
leccidn del video es adecuado al nivel educativo al cual se dirige, en esta direccion, solo dos

FPM mencionan que el lenguaje es “compresible” (E7) o adecuado para los estudiantes.
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Por altimo, destacamos la valoracion de E9 porque menciona como se “describe a la
diferencial como una cantidad infinitamente pequefia” (E9). Si bien este comentario involucra
diferentes criterios de la fase de epistémica, resulta interesante advertir cuales son los términos

que se emplean para describir a la diferencial en la leccion del video.

Conceptos-definiciones: en general la mayoria de los FPM menciona los principales
conceptos involucrados en la leccion del video 2, como: “integral, diferencial, teorema de
Pitagoras” (E2), “variacion, subintervalo, curva, recta, longitud” (E6), “funciones, derivada,
sumatoria, longitud de una curva, infinitesimal” (ES8), “variacion infinitesimal” (E5), “longitud
de arco de una curva” (E10), incrementos, integral definida, entre otros. Ademas, mencionan

que la presentacion de los mismo es clara y adecuada al nivel (E1, E3y E7).

Asimismo, destacamos la valoracion de E9 ya que no solo menciona algunos conceptos
involucrados, sino que avanza en indicar las relaciones entre los mismos y cdmo son
considerados los diferenciales en la leccion del video, donde plantea que “dx, dy como
incrementos de la funcion” (E9) y a dL como una “longitud infinitamente pequena” (E9) (ver

Figura 8.77).

Figura 8.77

Parte de la resolucion de E9 de la Tarea 9 del video 2
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En el mismo sentido, en la respuesta de E10, se menciona como se considera a la
diferencial en la leccion del video (ver Figura 8.78). Resulta de interés para esta investigacion,
advertir que los FPM han logrado profundizar sus valoraciones ya que no solo se identifican
los conceptos-definiciones que intervienen y emergen en la secuencia de préactica matematicas
y didacticas de la leccion, sino que también han logrado reconocer las funciones que desempefia
estos objetos matematicos en las practicas, con lo cual implica un nivel mas en el desarrollo de
su competencia profesional y en la reflexion global de una leccion de un video utilizando los

criterios de idoneidad didactica (Giacomone, Beltran-Pellicer y Verén, 2022).

Figura 8.78

Parte de la resolucion de E10 de la Tarea 9 del video 2
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Por otro lado, destacamos la valoracion que realiza E4 ya que no solo menciona que en
la leccion del video 2 se considera a dx como “algo muy pequefio” (E4) sino que agrega
“representa a todas las demas partes” (E4) (ver Figura 8.79). En este comentario del FPM se
adviertes varios aspectos importantes; por un lado, se recupera el simbolo y cémo es
considerado en la leccién del video, como se ha mencionado en pérrafos anteriores; por otro
lado, el FPM logra indicar con total claridad los procesos matematicos involucrados en las
practicas, como la representacion, conceptualizacion y generalizacion. Ademas, es posible
plantear que el FPM considera, de manera implicita, el juego del lenguaje de dx al considerarlo
como un elemento genérico, en la cual entran en juego las facetas duales extensivas e intensivas
al mismo tiempo, en el sentido de que dx se considera como una cantidad muy pequefia, pero
también se considera que dx es un representante de todos las demas partes. De esta manera, se
puede decir que la valoracion de E4 es casi experta por los aspectos que recupera de la leccién

y que le permitiran, en un futuro, realizar analisis y valoracién cada vez méas profundos.

Figura 8.79

Parte de la resolucion de E4 de la Tarea 9 del video 2
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Por ltimo, recuperamos los comentarios de E5 y E6 que mencionan, en contraposicion
a los deméas FPM, que en la leccion del video “no se presenta de forma clara el concepto de
diferencial” (E6). Si bien, es posible que para algunos estudiantes la presentacion no sea la mas
adecuada para entender qué es la diferencial, estos FPM no presentan alguna evidencia y/o
justificacion de sus afirmaciones. Ademas, cabe mencionar que la intencion de la leccion del
video 2 es obtener una expresion para hallar la longitud de una curva en un intervalo donde la
diferencial es utilizada para lograr este objetivo, en este sentido, la intencion de la leccion no
es definir la diferencial, sino utilizarla para hallar una expresién, a diferencia del video 1 cuyo

objetivo es definir a la diferencial.

Proposiciones: la mayoria de los FPM han realizado algin comentario de este
subcomponente, sin embargo, solo algunos han logrado identificar alguna afirmacion que

relaciona los conceptos-definiciones que intervienen en las practicas matematicas.

En general, las principales proposiciones que destacan los FPM hace referencia a la
consideracidn de los diferentes tipos de diferenciales involucrados en la leccién del video 2 y

su consideracion como una cantidad infinitesimal. Por ejemplo, se plantea “dx y dy como
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cantidad infinitesimal” (E3) y “dL cantidad muy pequefia” (E4). Por otro lado, se destaca la
valoracion de E5 ya que recupera una de las principales relaciones que vincula varios conceptos
como funcion como correspondencia, cantidad infinitamente pequefia, longitud de la curva y

subintervalo, como se puede apreciar en la Figura 8.80.

Figura 8.80

Parte de la resolucion de E5 de la Tarea 9 del video 2
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En la comunicacion de las ideas matematicas es importante el uso del lenguaje
simbdlico-algebraico, ya que permite vincular simbolos, conceptos-definiciones y significados
en un juego de lenguaje donde cobra relevancia la representacion intensiva de los elementos

genéricos, considerando de esta manera las facetas duales de los objetos matematicos. Este

aspecto se puede apreciar en la valoracion de E2, por ejemplo, al plantear “L = | = AL (E2),
proposicion que conlleva una multiplicidad de conceptos y relaciones entre la diferencial, como
una porcion infinitesimal de longitud (Verdn y Giacomone, 2021) y la integral como suma de
las infinitas partes dL de la curva (Verdn y Giacomone, 2022) (ver Figura 8.81). Ademas, esta
proposicion es desarrollada por E5 al vincular la integral definida con la derivada para obtener

una expresion para calcular la longitud de la curva en un intervalo [a, b] (ver Figura 8.80).

Figura 8.81
Parte de la resolucion de E2 de la Tarea 9 del video 2
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Ademas, se destaca en la resolucion de E2 que se recupera una proposicion denominada
en la leccion del video 2 como “Postulado de Leibniz” mediante la expresion f(x + dx) =
f(x) + f'(x)dx que relaciona la derivada con la diferencial como cantidad infinitesimal

positiva, como se puede apreciar en la Figura 8.81.

Por otro lado, E7 menciona como posible mejora “Proponer situaciones de
negociacion” (E7) ya que considera que en la leccion del video 2 no se proponen situaciones
donde los estudiantes tengan que generar 0 negociar proposiciones sobre las interpretaciones y
sentidos que le atribuyen a la diferencial, segln el contexto de uso (Veron, Giacomone, Pino-
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Fan, 2023). De esta manera, se advierte como E7 ha utilizado la GVID-Diferencial para valorar
no solo las proposiciones, sino que avanza en analizar elementos de la configuracién didactica

que propicie la generacion y comunicacion de las ideas matematicas vinculadas a la diferencial.

Por ultimo, se menciona que en las resoluciones de los FPM aparece, en menor medida, la
valoracion de adecuacion de las proposiciones al nivel educativo al cual se dirige, en general

aquellos que lo mencionan, plantean que las afirmaciones son adecuadas.

Procedimientos: la mayoria de los FPM menciona que los procedimientos fueron claros
y adecuados al nivel, sin embargo, no precisan a que nivel corresponderia. En las respuestas de
los FPM, en general, recuperan técnicas de calculo cuyo principal concepto-definicion
involucrado es la diferencial como una cantidad infinitesimal. Por ejemplo, E2 menciona las
expresiones que se obtienen en la leccion del video 2 para calcular la diferencial longitud dL,
como se observa en la Figura 8.82. También, E4 menciona “dL como una cantidad
infinitamente pequefia” (E4) para hacer referencia a la consideracion que se tiene que realizar
para obtener una expresion general (elemento genérico) para calcular la longitud infinitesimal

de la curva (diferencial longitud).

Figura 8.82

Parte de la resolucion de E2 de la Tarea 9 del video 2
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Asimismo, E2 menciona una caracteristica importante y necesaria del procedimiento
para lograr establecer las expresiones para calcular la longitud de la curva en un intervalo dado,
el cual consiste en “dividir al segmento de curva en partes infinitamente pequefias” (E2) (ver
Figura 8.82), cuya consideracion es fundamental en el marco del célculo de Leibniz, ya que
constituye el punto de partida para trabajar con los diferenciales dx,dy y dL y el triangulo

diferencial (Veron y Giacomone, 2021).

En el mismo sentido, E9 plantea que en la leccion del video 2 se presenta el
procedimiento “diferencia de ecuacion” donde se incrementa las variables x € y en una cantidad
infinitamente pequefia dx y dy, respectivamente, como se aprecia en la Figura 8.83. Ademas,
se destaca la valoracion de E9 ya que asocia su valoracion con los significados parciales de la
diferencial, en este caso en particular, menciona que se “presenta al diferencial de Leibniz”

(E9), con lo cual es posible afirmar como el FPM realiza una valoracion experta ya que
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relaciona los objetos matematicos que identifica en la leccion del video 2 con los significados

parciales del concepto.

Figura 8.83

Parte de la resolucion de E9 de la Tarea 9 del video 2
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Por otro lado, E5 y E6 plantean que no es claro la relacion que se pretende establecer
en la leccidn, pero aclaran que si es claro la presentacion del concepto diferencial pero no las
relaciones. En estos comentarios de los FPM, se supone que las relaciones a las que quieren
hacer referencia son a las conexiones entre la diferencial con la integral, pero no logran
especificar cual es la cuestion y/o aspecto de la leccion que le genera una confusion. De todas
formas, resulta interesante la valoracion de los FPM ya que permite reflexionar sobre el vinculo

entre la intencion didactica de la leccidn y los procedimientos que se presentan.

Argumentos: en la mayoria de los comentarios de los FPM se observan que valoran
positivamente la utilizacion de las representaciones graficas y/o geométricas, por ejemplo, “se
utiliza el grafico como un apoyo para realizar las explicaciones” (E4), “usa el grafico como
apoyo para reforzar los célculos” (E3), “se utiliza representacion geométrica para definir
integral definida” (E1). En estas valoraciones, se observa que los FPM logran reconocer en qué
medida el uso de las representaciones graficas y/o geométricas son empleadas para
ejemplificar, apoyar y reforzar las proposiciones y procedimientos que se presentan en la

leccion del video 2.

En contraposicion a lo mencionado anteriormente, dos FPM plantean que “se usa la
representacion gréfica para apoyar las argumentaciones, sin embargo, éstas resultan un tanto
engorrosa” (E5). En esta valoracion no se menciona de manera explicita que aspecto y/o hecho
del video les resulta “engorrosa” para analizar con mayor profundidad, se entiende que una
primera visualizacion del video puede resultar un poco compleja debido a la complejidad de
los objetos matematicos implicados en la leccion lo que puede generar cierta dificultad para los

estudiantes, por tales motivos, se recomienda visualizar mas de una vez el video 2.

Por otro lado, se recupera la valoracion de E9 porgue plantea que las proposiciones y
procedimientos se justifican y se demuestran para definir expresiones que permiten

conceptualizar a la diferencial longitud dL, como se puede apreciar en la Figura 8.84.
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Figura 8.84

Parte de la resolucion de E9 de la Tarea 9 del video 2
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Argumentos

En relacion con el criterio de la GVID-Diferencial que hace referencia a la necesidad
de proponer situaciones donde los estudiantes tengan que argumentar (Verén, Giacomone y
Pino-Fan, 2023), solo un FPM se refiere al mismo en su valoracion indicando que “el
argumento es desde un unico sentido, no propone validacion” (E10). En este comentario, se
observa que el FPM plantea que en la leccion no se proponen espacios para la generacion o
discusién de los argumentos que validan las proposiciones y procedimientos presentados, ya
que las interacciones entre docentes y estudiantes estdn pensadas en un unico sentido, como
menciona E10, porgue no se realizan interrogantes que inviten a poner en discusion o dialogo
sobre los objetos matematicos de las practicas que se estan presentando, por tales motivos, se
considera que la valoracién de E10, la cual propone como mejora incorporar este tipo de
trabajo, implica un gran avance en el uso de los criterios de la GVID-Diferencial para valorar
la leccion del video 2, y en consecuencia, este uso constituye un indicador del grado de
desarrollo de la competencia de andlisis y valoracion de los FPM (Giacomone, Godino y
Beltran-Pellicer, 2018).

Relaciones con otros conceptos: la mayoria de los FPM mencionan que en la leccion
del video se relaciona a la diferencial con la integral e integral definida, y en menor medida
mencionan que “se relaciona con longitud de un segmento, diferencial, teorema de Pitagoras
(triangulos) y derivadas” (E2), “se evidencia la relacion entre diferencial y la aplicacion de la
integral para hallar la longitud del arco de la curva (ES), “se relaciona con el concepto de
integral e infinitesimal” (E6). De esta manera, se advierte que los FPM han logrado identificar

las relaciones con otros conceptos-definiciones.

Ademas, destacamos la valoracion de E5 ya que no solo menciona los conceptos, sino
que escribe cual es la intencion de establecer esta relacion, que en el caso particular del video
2, es para determinar una expresion para calcular la longitud del arco de una curva. En esta
direccidn, E4 realiza una valoracidn experta ya que presenta las relaciones entre la diferencial
y la integral indicando las expresiones que permiten evidenciar y recopilar estas relaciones,

como se observa en la Figura 8.85.
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Figura 8.85

Parte de la resolucion de E4 de la Tarea 9 del video 2
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Por otro lado, destacamos la valoracion de E9 ya que logra recuperar relaciones entre
el Teorema de Pitagoras y el triangulo diferencial de lados (dL, dx y dy), indicando cémo se
consideran a los lados del tridngulo diferencial para hallar una expresién para la diferencial
longitud dL (ver Figura 8.86). En el comentario que realiza E9, resulta que se describe, de
manera implicita, el procedimiento que se relaciona con la consideracion del tridngulo
diferencial el cual constituye un proceso matematico fundamental en el marco del calculo de
Leibniz y que permite progresar hacia el calculo de la longitud del arco de una curva. De esta
manera, es posible afirmar que los criterios de la GVID-Diferencial, permiten a los FPM
realizan valoraciones cada vez mas experta logrando identificar objetos y procesos que son

fundamentales para los procesos de ensefianza y aprendizaje de la diferencial.

Figura 8.86
Parte de la resolucion de E4 de la Tarea 9 del video 2
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También, recuperamos el siguiente comentario “Se deja registrado cada paso a seguir
en la demostracion de la formula buscada” (E11) ya que resulta importante advertir una
caracteristica del video 2, que durante la explicacion se presentan los pasos a realizar. Si bien,
esta apreciacion por parte de E11 corresponde a la faceta interaccional, es posible observar que
en la leccion del video la mayoria de las relaciones que se mencionan se expresan de manera
simbdlica, y algunas en lenguaje coloquial, quedando registrado en la pantalla digital que se

utiliza.

Por ultimo, ponemos en discusion el comentario de E10 ya que plantea “no propone
momentos de relacidn con otros conceptos, solo las utiliza” (E10), el cual se considera que no
es del todo adecuado porque en la leccion del video 2 se utilizan varios conceptos-definiciones
para establecer relaciones entre la diferencial, integral definida y longitud de arco de una curva,

como lo han mencionado otros FPM.
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Procesos: la mayoria de los FPM logran identificar los procesos de conceptualizacion
de los diferenciales como cantidades infinitesimales o infinitamente pequefia, en particular,
recuperan a la diferencial de longitud dL. Al mismo tiempo, hacen referencia al proceso de
representacion simbdlica de los diferenciales dx,dy y dL, como se puede apreciar en el

comentario de E4 en la Figura 8.87.

Figura 8.87
Parte de la resolucion de E4 de la Tarea 9 del video 2
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Ademas, E4, menciona a las “cantidades genéricas” que se relaciona con el proceso de

generalizacion de los diferenciales que intervienen y emergen de la leccién del video 2.

Por otro lado, E2 recupera el proceso de algoritmizacién que permite calcular la
longitud total de la curva cuando menciona “longitud del segmento de una curva como la
sumatoria de los dL” (E2). En esta direccion, E9 relaciona este proceso con la Diferencial de
Leibniz al expresar que en la leccion del video se “plantea una situacién para hallar la longitud

de una curva, para esto utiliza el diferencial de Leibniz para explicarlo” (E9).

También, destacan los FPM que en la leccidn se utiliza la modelizacion para establecer
relaciones entre la integral y la diferencial mediante las cantidades infinitesimales, como lo

plantea E5 y E6 en su valoracion (ver Figura 8.88).

Figura 8.88
Parte de la resolucion de E5 de la Tarea 9 del video 2
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Conflictos epistémicos: solo 4 FPM han realizado algin comentario en relacion con este
componente. En general, solo E2 propone de manera particular un potencial conflicto en
relacion con el uso de la formula para calcular la distancia entre dos puntos, pero no expresa

porque considera como un potencial conflicto para el célculo de la longitud de una curva.

Por otro lado, E7 menciona “no se observan ambigliedades en la presentacion de los

objetos matematicos asociados con integral definida” (E7) donde se observa que utiliza el
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indicador de la GVID-Diferencial para hacer su comentario sobre la presentacion de los objetos
matematicos que intervienen en la leccién del video 2. Ademas, propone como mejora
“propiciar espacios de debate acerca de interpretaciones y sentidos”. En esta direccion,
recuperamos la valoracion de E10 que escribe “no hay momento de reflexion, ni propone
potenciales dudas que las responde a lo largo del video” (E10), en el cual se observa que utiliza

dos indicadores de la guia para evidenciar que hay aspectos del video que se pueden mejorar.

Tabla 8.9
Grado de pertinencia del uso de los indicadores de la faceta epistémica por los FPM del
video 2 (n=11)

Faceta Epistémica Pertinencia de la valoracion

; _(-85 @) -cgcs @ -cgcs 'g

Componentes  Subcomponente Indlf:a_dores a S 3 23 o

Cadigos R o2 Z g <

< © @ <

Situaciones- SP1 L ! 3

problemas SP2 2 9

SP3 7 4

L1 7 4 0

Lenguajes L2 2 9

L3 1 10

L4 3 4

Significados Conceptos- C1 7 3 1

institucionales definiciones C2 4 1 6

C3 1 2 8

Proposiciones Ppl > 3 3

Pp2 2 4 5

Procedimientos Pcl 4 6 1

Al 2 7 2

Argumentos A2 7 2 2

A3 1 2 8

Relaciones R1 3 3 >

R2 7 2 1 1

Comunlcam_o,n- p1 7 3 1
argumentacion

Procesos Modelizacion P2 3 3 5

P3 2 3 6

Conceptualizacion P4 5 3 3

CEl 11

CE2 1 3 7

Conflictos Epistémicos CE3 11

CE4 1 10

CE5 1 10
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En general, en la Tabla 8.9, se muestra un resumen que refleja el grado de pertinencia
de las valoraciones que realizan los FPM de cada uno de los indicadores de la faceta epistémica,
donde se observa vacios llamativos con relacién a la componente situaciones-problemas y
conflictos epistémicos. Esto se debe principalmente a que en la leccion del video 2, no se tienen
en cuenta la diversidad de situaciones-problemas, y, por otro lado, no se observa en el video

gue se tengan en cuenta los potenciales conflictos.
8.5.3.3.2 Faceta Cognitiva

Significados personales (Aprendizajes): la mayoria de los FPM no realiza algun
comentario de este componente ya que no es posible observar en la leccién del video 2 las
practicas personales de los estudiantes. En esta direccion, E11 menciona “no se registra”

haciendo referencia a lo antes mencionado.

Relaciones (conexiones): en general, los FPM identifican que en la leccién del video se
plantean situaciones que permiten a los estudiantes establecer conexiones entre la integral, la
longitud de arco y la diferencial. Por ejemplo, ES menciona “se plantea situaciones que le
permite al estudiante relacionar el diferencial con la integral”, “se plantean relaciones entre la
diferencial y la integral” (E8). Ademas, algunos FPM mencionan otras conexiones con los
conceptos de derivada y sumatoria, como lo expresa E3 “relaciona el calculo de longitud a
partir de conocimientos previos al generalizar. Relaciona el diferencial con el célculo de la

longitud. Relaciona distintos contenidos derivada, sumatoria, integral”.

Resulta importante destacar que en la valoracién de E3, menciona al proceso de
generalizacidbn como una accidén importante y necesaria de tener presente para establecer
relaciones entre el calculo de la longitud de arco de la curva y los conocimientos previos. De
esta manera, es posible observar que el FPM realiza una valoracion experta ya que advierte la
necesidad de considerar los procesos matematicos para generar y establecer relaciones entre

los conceptos-definiciones.

Por otro lado, se recupera la valoracion de E9 ya que en su comentario avanza en la
explicacion de la funcion que cumplen los objetos matematicos para establecer relaciones entre
la diferencial, la integral y la longitud de arco de la curva, como se puede apreciar en la Figura
8.89. En este sentido, se puede afirmar que el FPM realiza una valoracion experta ya que logra
identificar las funciones semidticas implicadas en el proceso que permiten establecer las

relaciones entre los objetos matematicos.
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Figura 8.89

Parte de la resolucion de E9 de la Tarea 9 del video 2
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Uno de los indicadores de este componente plantea proponer experiencias (situaciones,
ejemplos, explicaciones, ...) que permitan valorar si el estudiante establece relaciones o
conexiones entre los significados de la diferencial, sus sentidos, representaciones y contextos
de uso; y en este sentido, la valoracién de E1 recupera en ciertos aspectos de la leccion del
video al plantear que con el uso del lenguaje grafico “se puede observar de forma mas precisa
el concepto de integral” (E1). De esta manera, esta identificando el rol que tiene la

representacion grafica para establecer relaciones entre la integral y la diferencial.

En relacion con los procesos, solo cinco FPM realizan algin comentario. Los
estudiantes E2 y E11 mencionan los procesos de resolucion de problemas, generalizacion,
conceptualizacidn y representacion, pero no se refieren en qué medida logran identificar estos
procesos en las practicas personales de los estudiantes (ya que esto no se evidencia en el video)
0 si se tiene en cuenta la competencia matematica de los estudiantes para que puedan
implementar estos procesos. En este sentido, si se tienen en cuenta los conocimientos previos,
es posible valorar que en la leccion del video 2 se tiene en cuenta la competencia matematica
del estudiante para explicar los procesos involucrados en el desarrollo del video, ya que estos
procesos son necesarios para conceptualizar la longitud de arco de una curva mediante los
diferenciales. Por tales motivos, planteamos que las respuestas de los FPM resultan
incompletas y que no logran especificar como el autor del video 2 tiene en cuenta los procesos

en su explicacion.

Por otro lado, destacamos las valoraciones de E5 y E6 ya que analizan una pregunta
que realiza el autor del video como una invitacion a la reflexion sobre los propios procesos de

(3

pensamiento al plantear “;puedes explicarselo a alguien mas? Que permite la posterior
reflexion sobre lo aprendido” (ES). En estas valoraciones, se observa un uso adecuado de los
indicadores de la GVID-Diferencial, ya que logran identificar que al final del video 2 el autor
plantea un interrogante que invita a los estudiantes a compartir las ideas matematicas que se
presentaron en el video con el desafio de explicar a un compafiero, lo que implica un importante
proceso de reflexion para organizar las ideas y desarrollar competencias comunicativas y
argumentativas. Por tales motivos, es posible afirmar que los FPM han realizado una valoracion
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experta de este componente, constituyendo un indicador mas del desarrollo de la competencia

de analisis y valoracion de la idoneidad didactica.

Conocimientos previos: la mayoria de los FPM menciona que en la leccién del video
se tienen en cuenta los siguientes conocimientos previos como derivada, integral, sumatoria,
funcién, teorema de Pitagoras, funciones, intervalos, infinitesimal, incrementos, cantidad y
pendiente. Ademas, E3 plantea que en el video 2 se retoman otros conocimientos que son

necesarios para avanzar en la explicacion, como se puede apreciar en la Figura 8.90.

Figura 8.90
Parte de la resolucion de E3 de la Tarea 9 del video 2
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También, se observa en la valoracion de E3 (ver Figura 8.90) que destaca la utilizacion
de diferentes registros de representacion semiotica para la representacion de la informacion, lo
cual constituye un indicador importante a tener en cuenta en este componente. Cuestion que es
planteada por E5 y E6 en sus comentarios “se utiliza el registro grafico/simbolico para
representar la informacion” (E5) y “se utilizan diferentes registros apropiados para la

representacion de la informacion” (E6).

En la leccidn del video 2 no se observa aspectos que permitan asociar a la componente
diferencias individuales de los estudiantes, por tales motivos, dos FPM mencionan que los
indicadores de este componente “no se identifica” (E11) o “no se tienen en cuenta diferencias
individuales dadas las caracteristicas del recurso” (E7). En el comentario de E7, justifica la
ausencia de estos indicadores debido a las caracteristicas del recurso, en este caso un video
educativo. Si bien, la valoracion realizada por los FPM es adecuada, se podria proponer mejoras
teniendo en cuenta los indicadores para mejorar el proceso de ensefianza y aprendizaje de la

diferencial.

En relacion con los conflictos cognitivos, solo tres FPM han realizado algiin comentario
sobre esta componente; E7 menciona que en la leccion del video 2 “aborda solo algunos
significados posibles” pero no aclara cuales son los significados que se trabajan y cuales no.
Sin embargo, en la valoracion de E10 menciona de manera explicita el significado parcial del
diferencial que puede llegar a generar un potencial conflicto cognitivo si el estudiante no logra
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considerar a la diferencial como una cantidad infinitamente pequefia, como se puede apreciar

en la Figura 8.91.

Figura 8.91
Parte de la resolucion de E10 de la Tarea 9 del video 2
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Conflictos cognitives

Por ultimo, se considera que la valoracion de E11, la cual expresa “No se presentan
situaciones para analizar los conflictos cognitivos” es parcialmente correcta ya que no es
posible observar las practicas personales de los estudiantes debido a las caracteristicas del
recurso; no obstante, es posible valorar las acciones y decisiones que toma el autor del video
en relacion a la gestion de los aprendizajes, como por ejemplo, advirtiendo potenciales errores

para abordarlos en la leccion del video.

Tabla 8.10
Grado de pertinencia del uso de los indicadores de la faceta cognitiva por los FPM del video
2 (n=11)

Faceta Cognitiva Pertinencia de la valoracion
Indicadores Poco Nada .

Componentes Codigos Adecuado adecuado  adecuado Ausencia
Significados personales Al 1 1 9
(Aprendizajes) A2 1 10
Relaciones (conexiones) R1 2 L 8
R2 8 1 2
Procesos P1 2 2 7
C1 7 1 3
Conocimientos previos C2 11
C3 2 9
D1 1 2 8
Diferencias individuales D2 1 10
D3 1 10
. . CC1 1 2 8
Conflictos cognitivos cC2 1 10

En general, en la Tabla 8.10, se muestra un resumen que refleja el grado de pertinencia
de las valoraciones que realizan los FPM de cada uno de los indicadores de la faceta cognitiva,
donde se aprecia que la mayoria de los FPM hace un uso competente del indicador de relaciones
R2 y conocimientos previos (C1).
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8.5.3.3.3 Faceta Afectiva

Para el analisis de esta faceta se cuenta con 7 respuestas de los FPM ya que 4 no han
realizado ningun comentario vinculado a los compontes de emociones, actitudes, creencias y

valores.

Enrelacion con las emociones, E3, E4y E9 identifican en la leccion del video 2 aspectos
motivacionales relacionados con la pregunta retdrica que se realiza al comienzo de la leccion
sobre el célculo de la longitud de arco de una curva, pero a su vez invita y abre la posibilidad
de aprender por medio del video, como se puede apreciar en la valoracion de E4 en la Figura
8.92. Ademas, E3 agrega que “potencia la motivacion y autoestima” al realizar este tipo de
intervencion. En estas valoraciones se observa como los FPM logran identificar caracteristicas
de la configuracion didactica que intentan potenciar la autoestima de los estudiantes, realizando

asi una valoracion experta de esta componente.

Figura 8.92
Parte de la resolucion de E4 de la Tarea 9 del video 2
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Por otro lado, E7 menciona “no se vinculan contenidos con problemas sociales o
personales de los estudiantes” reflexionando de esta manera que la leccion del video 2 no se ha
considerado la vinculacion del contenido con problematicas sociales y culturales de los
estudiantes, lo cual constituye una valoracién adecuada porgue es una potencial mejora que se

podria tener en cuenta para una segunda parte del video.

En la valoracion de la leccion del video 2 sobre la vinculacion con las problematicas
sociales de los estudiantes, desde la faceta afectiva, un aspecto que destaca E10 esta relacionado
con el uso de un lenguaje cercano a los estudiantes, en este sentido, E10 plantea que en el video
se aprecia un “léxico matematico, no informal” (E10), indicando de esta manera que en la
propuesta el discurso utilizado (lenguaje — faceta epistémica) no se emplean metaforas y/o
analogias para apoyar las explicaciones.

En cuanto a las actitudes, E9 destaca que “la explicacion del diferencial mediante los
pasos lleva a que se genere una actitud mas positiva para aprender el diferencial”, indicando
de esta manera que la organizacion de la leccion del video explicitando en detalle los pasos a

realizar (faceta interaccional), resulta positivo para potenciar el aprendizaje de la diferencial.
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Por otro lado, E1 destaca la “actitud de motivacion” (E1) que transmite el autor del
video 2 ya que utiliza expresiones que invitan a los estudiantes a participar y a ayudar a un
compafiero (ver Figura 8.93). De esta manera se valora que en la leccion del video se fomenta
una actitud positiva y de flexibilidad hacia la comunicacion de ideas matematicas, aportando

de esta forma al desarrollo de competencias comunicativas y argumentativas.

Figura 8.93

Parte de la resolucion de E1 de la Tarea 9 del video 2
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Por ultimo, E7 expresa que “no se plantean situaciones que lleven a la participacion de
los estudiantes”, cuya valoracion en parte el correcta, pero a partir de los comentarios de sus
compafieros, es posible afirmar que, en la propuesta del video, existen elementos que propician

espacios de participacion de los estudiantes, como se ha analizado en parrafos anteriores.

En relacién con las creencias, solo tres FPM han realizado algin comentario. Por un
lado, E3 hace referencia a crecencias sobre los aprendizajes de los estudiantes ya que menciona
“respeta las creencias en los aprendizajes al indicar que se va a ensefiar por mas que sepa o no”
(E3). En este comentario, se observa como el FPM valora la apertura que realiza el autor de

video 2 al comenzar la leccion.

Por otro lado, E7 recupera una creencia sobre la ensefianza y aprendizaje de los
diferenciales que expresa el autor “inicialmente se menciona una creencia acerca de que el tema
‘es dificil”” (E7), destacando de esta manera que las creencias del autor pueden llegar a
influenciar el desarrollo de la leccion, por tales motivos, E7 propone como mejora “no deberia

dar por hecho que ‘el tema es dificil””.

También, E10 menciona que el autor del video 2, “considera que el estudiante conoce
el significado parcial de Leibniz ‘DIFERENCIAL’”. En este comentario, el FPM hace
referencia a que el autor del video 2 supone que un conocimiento previo es el significado parcial
de la diferencial de Leibniz donde se considera a la diferencial como una cantidad infinitesimal

o infinitamente pequenia.

Para finalizar, en relacion con los valores, solo un FPM realiza un comentario indicando
que “no se observa el criterio”, lo cual resulta adecuado ya que no se observa en la leccion del

video 2 elementos que se relacionen con los valores éticos y morales.
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Tabla 8.11
Grado de pertinencia del uso de los indicadores de la faceta afectiva por los FPM del video
2 (n=11)

Faceta Afectiva Pertinencia de la valoracion
Componentes Indicadores/Codigos Adecuado Poco Nada Ausencia
adecuado adecuado
Emociones El 3 2 6
Actitudes Al 3 2 6
Creencias C1l 2 1 8
Valores V1 1 10

En general, en la Tabla 8.11, se muestra un resumen que refleja el grado de pertinencia
de las valoraciones que realizan los FPM de cada uno de los indicadores de la faceta afectiva,
se observa que existen determinados aspectos que estan valorando los FPM del video y

haciendo un uso adecuado de los indicadores.
8.5.3.3.4 Faceta Interaccional

Interacciones docente-estudiante: la mayoria de los FPM plantean que la presentacion
que realiza el autor del video 2 es “clara, ordenada y adecuada” (E1), Ademas, también se
destaca la explicacion detallada de los pasos a realizar para determinar la expresion para
calcular la longitud de arco de la curva, como se puede apreciar en la siguiente valoracion de
E9: “La presentacion de la explicacion del diferencial se encuentra de manera muy clara y
organizada por pasos para hallar el diferencial”, también E10 expresa “Presentacion: clara,

ordenada, bien secuenciada (paso 1°, 2°, ...)”.

Tambieén, se destacan las siguientes valoraciones de los FPM ya que no solo mencionan
las caracteristicas de las configuraciones didacticas, sino que logran reconocer la funcién que
desempefias determinados objetos de las practicas matematicas y didacticas que permiten
potenciar la trayectoria didactica, por ejemplo, E2 plantea que los “Problemas permiten
establecer una relacion entre el diferencial y la integral”; por otro lado E3, expresa la relacion
de las configuraciones didacticas con los procesos matematicos y el uso de los conocimientos
previos, como se puede observar en la Figura 8.94 en la respuesta de E3.

Figura 8.94

Parte de la resolucion de E3 de la Tarea 9 del video 2
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Ademas, se destaca la valoracién de E4 ya que no solo hace referencia a la organizacion
de la configuracion didéactica, sino que logra reconocer las conexiones y funciones que cumplen
los tipos de lenguajes en el desarrollo de la leccion del video 2 (ver Figura 8.95). En
consecuencia, es posible afirmar que los FPM estan realizando valoracion cada vez con mayor
detalle, en el sentido de que no solo describen, sino que logran explicar, valorar y proponer
potenciales mejoras, practicas que constituyen indicadores explicitos del desarrollo de la
competencia de analisis y valoracién de la idoneidad didactica (Giacomone, Godino y Beltran-
Pellicer, 2018).

Figura 8.95

Parte de la resolucion de E4 de la Tarea 9 del video 2
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En relacion con la explicacion del autor del video, E2 propone como mejora que “podria
detenerse mas en cada paso para mejorar la compresion del proceso” (E2). Asimismo, E11
menciona: “Noto que, al mirar el video, me pierdo con la explicacion ya que no utiliza el cursor
como indicador para lo que estd diciendo en la primera parte del video, después si lo
implementa” (E11), valorando de esta manera la relacion entre el uso de un recurso tecnologico
(cursor) en la presentacion de la leccién. En este Gltimo comentario se aprecia un aspecto que
relaciona la faceta interaccional y mediacional, indicando de esta manera que las facetas no
estan aisladas, sino que estan en una constante interaccion (Godino 2013; Godino, Batanero y
Burgos, 2023).

Por ultimo, se recupera la valoracion de E7 que expresa “No se observa este indicador.
No hay retroalimentacion” porque su comentario, en parte es adecuado ya que no se presentan
retroalimentaciones debido a que no se cuentan con las practicas personales de los estudiantes,
pero el indicador de esta componente implica aspectos de las configuraciones didacticas de la
leccidn que no se han considerado, por tales motivos no es adecuado la valoracion de E7, cuya

evidencia lo conforman los comentarios de sus comparieros.

Sobre la componente interacciones entre estudiantes, la mayoria de los FPM no han
emitido algin comentario, salvo E7 que menciona que “no se observa”, lo cual es correcto

porque no interactdan los estudiantes en la leccién del video 2.
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Por otro lado, destacamos la valoracion que realiza E11 al comparar las apreciaciones
que realizo en el video 1 con el video 2, ya que recupera indicadores que se asocian a faceta
afectiva al escribir “En el video, la persona que lo graba presenta una actitud correcta, por ahi
no se expresa con palabras motivadoras para seguir viendo, como si ocurrio en el video
anterior” (E11), pero que en cierto punto, la presencia o no de estas caracteristicas potencia las

interacciones entre los estudiantes.

En la componente autonomia, la mayoria de los FPM no han realizado algun
comentario, sin embargo, tres respuestas plantean que “El estudiante debe asumir la
responsabilidad al analizar el video” (E6). Por otro lado, otras dos respuestas expresan que “No

se puede identificar” (E11) por las caracteristicas de la leccion del video.

Evaluacion formativa: la mayoria de los FPM no han realizado algin comentario de
este componente; sin embargo, dos respuestas plantean “Se podria pensar al conocimiento
previo como una evaluacion. Debido a que el alumno necesitaria recordar varias cuestiones”
(E4), donde los indicadores de los aprendizajes estan vinculados a disponibilidad y uso de los

conocimientos previos.

Por otro lado, E7 y E11 mencionan que no es posible observar o identificar estos
indicadores en la leccion del video 2, lo cual en cierto punto es correcta porque no se cuenta
con las préacticas personales de los estudiantes. Pero, en la valoracion de la componente
evaluacion formativa, un indicador de la GVID-Diferencial plantea analizar los formatos de
interaccion (dildgico, colaborativo, magistral e individual) (Godino, Font, Whilhelmi y De
Castro, 2009), aspecto que influye sobre el tipo de evaluacion que promueve la leccion del

video 2 y que no se tuvo en cuenta para realizar los comentarios.

Tabla 8.12
Grado de pertinencia del uso de los indicadores de la faceta interaccional por los FPM del
video 2 (n=11)

Faceta Interaccional Pertinencia de la valoracion
Indicadores Poco Nada .
Componentes Codigos Adecuado adecuado  adecuado Ausencia
Interacciones
docente-estudiante IDE] 10 1 0
Interacc!on entre IEEL 5 9
estudiantes
Autonomia Al 3 2 6
Evaluacion EF1 1 3 7
formativa EF2 11
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En general, en la Tabla 8.12, se muestra un resumen que refleja el grado de pertinencia
de las valoraciones que realizan los FPM de cada uno de los indicadores de la faceta
interaccional, donde se observa que casi todos los FPM hace un uso adecuado del indicador de

la GVID-Diferencial en relacién con las interacciones docente-estudiante.
8.5.3.3.5 Faceta Mediacional

Recursos materiales (manipulativos, audiovisuales e informaticos): la mayoria de los
FPM menciona los recursos que utiliza el autor del video 2 en la leccion, como: video, pizarra
digital, pizarra interactiva, graficador y la herramienta insertar ecuaciones. Ademas, es posible
observar que las valoraciones de los FPM van mas alla de mencionar los recursos materiales
que utilizan en el video ya que explican el grado de adecuacion del uso del recurso en el
contexto de la leccion, por ejemplo, E4 plantea “utiliza un recurso tecnologico para el
desarrollo de la explicacion, el cual les permitia ser mas prolijo ya que podia insertar ecuaciones
que se podian entender con claridad”. También, E10 expresa que se utiliza “Recurso
audiovisual muy bueno, se percibe claramente la nomenclatura y gréficos”, donde logra
reconocer en qué medida el recurso empleado potencia un determinado aspecto de las

configuraciones didacticas planificadas.

Sobre las condiciones ambientales, solo tres FPM han realizado algin comentario. E1
escribe a modo de items “audio claro. Pizarra digital: fondo claro pueden leerse los conceptos
y ver claramente lo escrito”, donde se puede afirmar que evalta el grado de adecuacion del uso

de estos recursos para el desarrollo de la leccion.

Por otro lado, E11 plantea que no es posible identificar este indicador, haciendo
referencia a que no se conocen los aspectos vinculados a las condiciones del aula y la
distribucidn de los estudiantes dado las caracteristicas del recurso. Asimismo, E7 expone que
“las condiciones ambientales dependen de la situacion de quien mira el video” indicando que
la valoracion quedara sujeta a las condiciones que presente el o los sujetos que visualicen el

video educativo 2.

En relacion con el tiempo de ensefianza y aprendizaje, la mayoria de los FPM plantean
que el tiempo empleado en la explicacion de la leccion del video es adecuado, por ejemplo, E1
expresa “la distribucion del tiempo correcto: explicacion paso a paso de lo realizado”, donde
se observa que valora la organizacion del tiempo en los momentos de ensefianza. En este
sentido, E3 menciona que “Buena organizacion del tiempo de ensefianza al dedicar un

momento para explicar que se pretende generalizar”, donde destaca el tiempo que destina el

365



autor del video a explicar el proceso de generalizacion, esto constituye un indicador que el
autor distribuye el tiempo segun la dificultad de los objetos y procesos implicados, con lo cual
es posible afirmar que la valoracion del FPM es experta porque logra utilizar los indicadores

de la GVID-Diferencial para profundizar su analisis.

Ademas, destacamos la valoracién de E4 y E5 porque logran identificar el grado de
adecuacion del uso del tiempo para la organizacion, planificacion, desarrollo y gestion de las
practicas matematicas y didacticas que intervienen en el video educativo, al expresar “buena
organizacion y gestion del desarrollo de las explicaciones” (E4) y “se evidencia trabajo en la

planificacion y organizacion del tiempo y el desarrollo de la planificacion” (E5).

Por otro lado, se destaca la valoracion sobre el uso del tiempo y la planificacion en el
comentario de E11 donde resalta una ventaja que presentan los videos educativos con las
anticipaciones y organizacion de los momentos de ensefianza, al expresar que “Las escrituras
se presentan de forma programada, por ello, la persona que habla va mas rapido con su
explicacion” (E11). Pero el riesgo que trae esta ventaja es descuidar el tiempo de aprendizaje
de los que estan visualizando el video, por tales motivos E2 propone como mejora “se podria
extender un poco mas para poder explicar mas detalladamente”, o como lo expone E10
“considero que el video deberia durar mas tiempo y se deberian exponer de manera mas
tranquila los argumentos que validan las proposiciones y procedimientos”. En estas
valoraciones de los FPM es posible observar que interactian indicadores de las facetas
mediacional y cognitiva, con lo cual se puede afirmar que estos comentarios constituyen
indicadores explicitos del desarrollo de la competencia de analisis y valoracion de la idoneidad

didactica (Giacomone, Godino y Beltran-Pellicer, 2018).

Tabla 8.13
Grado de pertinencia del uso de los indicadores de la faceta mediacional por los FPM del
video 2 (n=11)

Faceta Mediacional Pertinencia de la valoracion
Indicadores Poco Nada .
Componentes Codigos Adecuado adecuado  adecuado Ausencia

Recursos materiales RM1 8 1 2

ConQ|C|ones CAL 1 9 8

ambientales

Tiempo de

ensefianza 'y T1 9 2

aprendizaje
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En general, en la Tabla 8.13, se muestra un resumen que refleja el grado de pertinencia
de las valoraciones que realizan los FPM de cada uno de los indicadores de la faceta
mediacional, donde se advierte que los FPM han logrado utilizar de manera adecuada el
indicador que hace referencia a la gestion y distribucion del tiempo, y el de los recursos

materiales.
8.5.3.3.6 Faceta Ecoldgica

Para el analisis de la faceta ecoldgica se cuenta con ocho respuestas ya que tres no han

emitido ningun comentario para las componentes.

Adaptacion al curriculo: la mayoria de los FPM plantean que la propuesta es adecuada
al nivel educativo (nivel secundario y terciario/superior) donde se trabaja con las integrales
definidas. También, mencionan que la propuesta es adecuada al “curriculum de futuros
profesores de matematica” (E2) y “la presentacién de este contenido corresponde a la

formacion de profesores de matematica” (E9).

Sobre la apertura hacia la innovacion didactica, solo tres FPM realizan algin
comentario; por un lado, plantean que se consideran las innovaciones en didactica por el uso
de las nuevas tecnologias, por ejemplo, E9 expresa “utiliza a la tecnologia como un recurso
para explicar el diferencial”’. En esta misma direccion, E7 expone que “no menciona
investigaciones recientes. Aunque los recursos empleados son innovadores”, donde valora que
en parte se observa el uso de recursos innovadores pero que en la leccion del video 2 no se
mencionan investigaciones recientes del tema. Si bien, el indicar de la GVID-Diferencial
plantea el uso de los resultados de las investigaciones en relacion con la didactica del célculo,
y en particular de la diferencial, para proponer potenciales mejoras, mas que mencionarlas de

manera explicita.

En relacion con la componente adaptacion socio-profesional y cultural, la mayoria de
los FPM plantean que “la propuesta de ensefianza del diferencial esta orientada al campo
profesional de un profesor de matematica” (E9). También, destacamos la valoracion de E3 que
expresa “la propuesta se adapta mejor a la formacion docente que al contexto de ingenieria”
(E3), donde se aprecia que el FPM identifica que la propuesta se vincula con la formacion

docente y no tanto con propuestas del campo de las ingenierias.

Respecto a la componente educacion en valores, solo tres FPM han realizado algin

comentario; por un lado, E3 menciona que “no realiza discriminaciones si el alumno no sabe
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calcular o usar la integral para el calculo”, donde se valora el respeto hacia el otro. Ademas,

E9 agrega que “en la presentacion del video no se observa la transmision de estereotipos”.

Conexiones intra e interdisciplinarias: la mayoria de los FPM valora las conexiones
intra-matematicas entre la diferencial y la integral definida. De forma més particular, E2 agrega
las conexiones con la longitud de arco de una curva, E3 plantea “establece conexiones entre
cantidades (cantidad infinitesimal de intervalos) con integral”, y E8 menciona que se realizan
conexiones entre la diferencial con la integral y la funcion. Por ultimo, recuperamos los
comentarios que agrega E7 ya que valora indicadores relacionados con la faceta interaccional,

epistémica, cognitiva y mediacional, como se puede apreciar en la Figura 8.96.

Figura 8.96

Parte de la resolucion de E7 de la Tarea 9 del video 2
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Tabla 8.14

Grado de pertinencia del uso de los indicadores de la faceta ecoldgica por los FPM del video
2 (n=11)

Faceta Ecoldgica Pertinencia de la valoracion
Indicadores Poco Nada .
Componentes Codigos Adecuado adecuado  adecuado Ausencia
Adaptacién al curriculo AC1 6 5

Apertura hacia la

] e, . All 2 1 8
innovacion didactica
Adaptamon socio- AS1 9 3 5
profesional y cultural
Educacion en valores EV1 2 1 8
Conexiones intra e ClIL 4 1 5

interdisciplinarias
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En general, en la Tabla 8.14, se muestra un resumen que refleja el grado de pertinencia
de las valoraciones que realizan los FPM de cada uno de los indicadores de la faceta ecoldgica,

donde los FPM hacen un uso adecuado del indicador “adaptaciones al curriculum”.

En sintesis, en esta seccion se ha logrado analizar las valoraciones que realizan los FPM
sobre cada uno de las facetas, componentes e indicadores de la GVID-Diferencial. Ademas, se
ha valorado el grado de adecuacion del uso del indicador por parte del FPM para su valoracion,
donde se obtiene informacion respecto al uso competente de los indicadores de la idoneidad
didactica, informacion valiosa para estudiar el grado de avance en el desarrollo de la

competencia de analisis y valoracion de la idoneidad didactica en los FPM.
8.5.4 Andlisis de la implementacion de la Fase 4
8.5.4.1 Analisis de las respuestas de la Tarea 10

En las respuestas de los FPM sobre el video educativo que recomendarian a sus
estudiantes, la mayoria selecciona el video 1, aunque hay tres FPM que expresan que
recomendarian ambos videos. Asimismo, el puntaje que ha asignado cada uno de los FPM para
valorar la idoneidad didactica de los videos, se observa que el video 1 ha obtenido un mayor

puntaje, como se puede apreciar en la Figura 8.97.

Figura 8.97
Resultados de los puntajes de la valoracion de la idoneidad didactica de los videos
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A continuacion, identificamos las facetas del conocimiento didactico-matematico que

mencionan los FPM en sus justificaciones para seleccionar y valorar los videos educativos.

Por ejemplo, en el comentario de E8, se observa que selecciona los videos considerando
conocimientos didactico-matematicos vinculados a la faceta epistémica, en particular hace foco
en las conexiones de la diferencial con la derivada y la integral, ya que menciona:

“recomendaria ambos videos a mis estudiantes considerando que el primero hace referencia a
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la relacion entre diferencial y derivada y el segundo a la relacién entre diferencial e integral”
(E8). Asimismo, E5 expresa “yo recomendaria a mis estudiantes el video n° 1, porque plantea
una breve resefia, explica por qué se utiliza dicha notacion, presenta una mayor cantidad de
relaciones de la diferencial con otros contenidos, como ser: derivada, cantidad infinitesimal,
recta tangente”, donde se aprecia que tiene en cuenta el subcomponente lenguaje. Ademas, E6
recomienda los dos videos destacando el uso del lenguaje grafico, y E2 logra destacar la
importancia de atender al lenguaje grafico para potenciar las explicaciones, como se puede

observar en la Figura 8.98.

Figura 8.98
Respuesta de E2 de la Tarea 10
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Tambien, destacan los FPM que han seleccionado el video educativo 1 la faceta
cognitiva e interaccional, al mencionar aspecto vinculados con la organizacion y presentacion
de las configuraciones didacticas (componente interacciones entre docente y estudiantes) y el
aprendizaje de los estudiantes, por ejemplo, E4 plantea “es méas claro a la hora de entenderlos
y realiza una explicacion mas accesible, es decir que se comprende mejor”, y como se puede

apreciar en el comentario de E6 en la Figura 8.99.
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Figura 8.99
Respuesta de E6 de la Tarea 10
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Ademas, se aprecian aspectos de la faceta mediacional y ecoldgica en el comentario de

E3 donde plantea que “el video 2 me parece mas un recurso para la aplicacion del diferencial

aun area que para la explicacion del concepto desde cero” (E3). Pero avanza en su justificacion

indicando que el andlisis y valoracion realizado en la Tarea 9 con la GVID-Diferencial le

permite decidir y justificar, al expresar que “Como se puede apreciar en la GVID-Diferencial,

esta rubrica sirve como argumento de lo expuesto anteriormente” (E3).

A modo de sintesis, se presenta a continuacion un grafico en la Figura 8.100 que intenta

reflejar las facetas de la idoneidad didactica que utilizan los FPM para argumentar la seleccion

del video educativo 1.
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Figura 8.100

Porcentajes de las facetas de la idoneidad didactica utilizadas para la eleccion del video 1

L. Afectiva
Ecoldgica 0%
15% ’
@ Epsitémica
Epsitémica
Mediacional 31% Cognitiva
8%
Interaccional
Mediacional
E Ecologica
Interaccional
27% M Afectiva
Cognitiva

19%

En relacién con la eleccién del video educativo 2, E9 recupera criterios vinculados con
la faceta epistémica, cognitiva e interaccional al mencionar que elige el video 2 “porque
comienza explicando lo que se trabajara; usa una organizacion mas clara y precisa (grafico).
Al retomar un contenido previo, explica cémo lo hace o donde lo usa” (E9). Asimismo, E7
expresa “El video 2 brinda los pasos para poder resolver este tipo de situaciones-problemas”,

destacando una componente de la faceta epistémica.

A modo de sintesis, se presenta a continuacion un grafico en la Figura 8.101 que intenta
reflejar las facetas de la idoneidad didactica que utilizan los FPM para argumentar la seleccion
del video educativo 2.

Figura 8.101

Porcentajes de las facetas de la idoneidad didactica utilizadas para la eleccién del video 2
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Por otro lado, destacamos la valoracion que realiza E11 al comparar las apreciaciones
que realizo en el video 1 con el video 2, ya que recupera indicadores que se asocian a faceta
afectiva al escribir “En el video (2), la persona que lo graba presenta una actitud correcta, por
ahi no se expresa con palabras motivadoras para seguir viendo, como si ocurrié en el video
anterior” (E11), pero que en cierto punto, la presencia o no de estas caracteristicas potencia las

interacciones entre los estudiantes.
8.5.4.2 Analisis de las respuestas de la Tarea 11

En esta seccidn, se presentara una sintesis de las valoraciones de los 14 FPM que han
realizado de los dos ciclos de formacidn el cual se ha desarrollado en 7 sesiones de clases de
aproximadamente 2,5 horas cada uno. Para la valoracion, los FPM emplearan la GVID-
Diferencial para describir, explicar, valorar y proponer potenciales mejora de las sesiones
donde se abordaron cuestiones vinculadas con los significados parciales de la diferencial, los
conocimientos didactico-matematicos implicados en los procesos de estudio de este concepto
y la competencia de analisis ontosemidtico de practicas, objetos y procesos, y la competencia
de analisis y valoracion de la idoneidad didactica.

A modo de organizacion, se hara referencia a cada una de las facetas de la idoneidad

didactica que han valorado los FPM y se presentaran algunas respuestas representativas.
8.5.4.2.1 Faceta Epistémica

Situaciones-problemas: La mayoria de los FPM mencionan que se ha presentado una
“muestra representativa situaciones-problemas, relacionando diferentes significados parciales,
modelizacion y representacion de variaciones” (E2), ademas, E3 agrega que las situaciones-
problemas permitieron abordar “relaciones con otros contenidos” (E3). También, mencionan
los distintos de situaciones y sus relaciones con los procesos, por ejemplo, E13 expresa
“situaciones de contextualizacion, ejercitacion”, “modelizacion, cambios, etc, de diversos

fenomenos” (EB), “se generaliza, conceptualiza, aplica” (E7).

Por ultimo, destacamos los comentarios de E10 que expresa “distintas clases y tareas”
y “cada clase la situacion problema era distinta porque necesitabamos hacer cosas distintas para
llegar a algo” (E12), donde se aprecia la valoracion de aspectos vinculados con la interrelacion

entre las faceta epistémica-interaccional.

Lenguajes: en las valoraciones de los FPM se observa que todos plantean que se “se

emplean diferentes registros y representaciones para describir el diferencial” (E2), donde
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mencionan los tipos de lenguajes como: coloquial o natural, funcional, tabular, gréfico,
geométrico, algebraico y funcional. Por otro lado, la mayoria menciona que el “Uso del

lenguaje es adecuado a los estudiantes” (E14).

También destacamos la valoracion de E4 “se emplean términos idoneos para describir
el diferencial y vincularlo con otros contenidos”, donde los FPM logran indicar la principal
funcién de comunicar, expresar, representar que cumplieron los elementos del lenguaje para
potenciar los aprendizajes. Por altimo, se recupera el comentario de E6 porque logra plantear
que el uso de los diferentes registros y representaciones a lo largo de las 7 sesiones, permitieron

establecer interconexiones entre las clases, como se puede observar en la Figura 8.102.

Figura 8.102

Parte de la resolucion de E6 de la Tarea 11
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Conceptos-definiciones: en general los FPM mencionan que durante las clases se ha
realizado una presentacion clara y adecuada al nivel de los estudiantes de los conceptos como
se parecia en los comentarios de E1 y E2 “diferencial, integral, derivadas, limites, diferencial
masa, area, calculo de la longitud de arco de una curva, idoneidad didactica” (E1), “se realiza
una presentacion clara de los conceptos fundamentales del diferencial adaptados al nivel. se
presentan definiciones del dx, dy, incrementos, etc.” (E2). En el comentario de E1 se destaca
el concepto de idoneidad didactica que menciona el FPM, ya que avanza en la identificacion
de los nuevos conceptos trabajados en el desarrollo de las competencias profesionales del

profesor de matematicas.

Asimismo, E10 escribe “se abordan muchos conceptos: diferencial, significados,
andlisis didactico, entre otros”, donde se observa que ambos estudiantes destacan en su
valoracion conceptos que se fueron abordando a lo largo de trayectoria didactica como

significados y andlisis didactico.

Ademas, se destacan las valoraciones de los FPM que hacen foco en la necesidad de las
situaciones-problemas para construir y/o negociar definiciones e interpretaciones de la
diferencial para resolver los problemas, como lo expresa: “Se propuso situacion donde tuvimos

que generar argumentos para la utilizacion del diferencial” (E4), “aparicion de situaciones-
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problemas donde habia que establecer las definiciones de diferencial, como aplicarlo para

resolver una situacion problema” (ES5).

Por tultimo, se destaca la valoracion de E14 porque escribe “los conceptos
fundamentales del diferencial fueron presentados de forma clara, ya que se los construyo a lo
largo de las clases”, donde se puede observar que implicitamente hace referencia a la
trayectoria didactica, resaltando la importancia de considerar que la ensefianza de un concepto
es un proceso que se desarrolla a lo largo de un trayecto que implica el estudio de una muestra
representativa de situaciones-problemas e involucra a diversos conceptos, de esta manera es
posible pensar en un proceso de ensefianza y aprendizaje que intente abordar varios
significados de la diferencial. De esta manera, es posible afirmar que en la valoracién del FPM
se encuentran aspectos vinculados a las interrelaciones entre las faceta epistémica-

interaccional.

En relacidn con las proposiciones, la mayoria de los FPM plantean que éstas fueron
abordadas y presentadas de manera clara y adecuadas al nivel. A modo de ejemplo,
recuperamos la valoracion de ES que plantea “las tareas proponian situaciones donde habia que
generar proposiciones sobre el diferencial, segun el problema que estaba planteado”, donde
vincula las diferentes situaciones-problemas con la produccién de conjeturas y afirmaciones

con relacién a la diferencial.

Sobre los procedimientos, los FPM mencionan que se han presentado y discutido todos
los procedimientos propuestos por los estudiantes, como lo expresa E7 al escribir que “se
trabaja sobre los procedimientos propuestos por los estudiantes, analizando, adaptandolos al
nivel, y estableciendo relaciones”, donde se destaca la funcion que cumple este objeto
matematico en el aprendizaje de los significados parciales de la diferencial. En esta direccion,
E2 y E5 mencionan que se han abordado los significados de la Diferencial de Leibniz y la

Diferencial de Cauchy en las tareas.

Respecto a los argumentos, la mayoria de los FPM plantea que “las proposiciones y
procedimientos que surgieron fueron explicados en forma clara y concisa. En todas las
situaciones los estudiantes debian argumentar” (E14). Ademas, se menciona que “siempre se
justificaron los argumentos de forma adecuada, se usaron representaciones geométricas para
apoyar, siempre dando lugar al alumno para argumentar” (E4). Asimismo, destacamos la
valoracion de E3 que expresa “se utilizaron representaciones geometricas, algebraicas, etc.,

que sirvieron de apoyo para realizar los argumentos”, donde destaca la funcién que cumplieron
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las representaciones sobre los argumentos. De esta manera, es posible advertir que los FPM
logran utilizar los indicadores para valorar las sesiones de clases que han experimentado de

manera adecuada.

En general, sobre las relaciones, los FPM mencionan que en las sesiones de clases se
han establecido conexiones con varios conceptos, como ya se ha mencionado en secciones
anteriores, pero es necesario destacar que identificar cierto grado de articulacion entre los
significados parciales de la diferencial, aspecto que ya se ha mencionado en el analisis de las
respuestas de las otras componentes que forman la faceta epistémica. Ademas, advierten la
trayectoria didactica que interviene de a poco en cada clase mediante comentario como los de
E14, cuando expresa: “en todas las clases se establecio relaciones entre la diferencial con otros

conceptos”.

En relacion con los procesos, la mayoria de los FPM destacan varios procesos
matematicos vinculados a la modelizacion, comunicacién, argumentacion, generalizacion y la
conceptualizacion. Ademas, plantean que en las configuraciones didacticas “se promovieron
situaciones que posibiliten al estudiante reflexionar en torno a los procesos realizados” (E7).
También, destacamos la valoracién de E6 donde logra describir con mayor precision los
procesos matematicos involucrados en los ciclos formativos propuestos, al expresar que “Se
evidencio que, en las diferentes clases, el estudiante tuvo la oportunidad de modelizar
situaciones que involucra el diferencial. Ademas, de describir, explicar, comunicar conjeturas

sobre el diferencial” (E6).

Por ultimo, recuperamos la valoracion de E4 que hace foco en los procesos de
comunicacion y argumentacion experimentado durante las sesiones, ya que plantea “Se
promovieron situaciones donde los estudiantes tuvimos que describir, armar, desarmar,

explicar y analizar conjeturas de nuestros comparieros, entre otras” (E4).

Sobre los conflictos epistémicos, algunos FPM mencionan que “surgieron varios
conflictos de acuerdo con la interpretacion o significado de cada estudiante” (E10), donde se
destaca que en las diferentes sesiones de clases se han propiciado espacios para que los FPM
hayan podido compartir sus interpretaciones en relacion con la diferencial y poder discutirlos
con el grupo clase. Asimismo, otros FPM mencionan los conflictos en torno a las

interpretaciones de los simbolos matematicos vinculados a la diferencial.

8.5.4.2.2 Faceta Cognitiva

376



En relacion con los aprendizajes (significados personales) los FPM comentan que han
logrado varios aprendizajes y que se manifiestan en las relaciones, practicas y procesos que
pusieron en accién para resolver las diferentes situaciones-problemas. Asimismo, los FPM
destacan que han logrado aprendizajes no solo vinculados a los significados de la diferencial,
sino que han avanzado en el desarrollo de competencias profesionales del profesor de
matematicas vinculadas al analisis ontosemiético y valoracion de la idoneidad didactica, como

se puede apreciar en el comentario de E4 en la Figura 8.103.

Figura 8.103
Parte de la resolucion de E4 de la Tarea 11
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Ademas, se destaca la valoracion de E3 ya que menciona que los aprendizajes logrados
tendran implicancias por fuera de los dos ciclos de formacion, ya que expresa que podra
implementar los andlisis realizados para los trabajos de la catedra de Seminario de Did4ctica

de la Matematica, como se puede apreciar en la Figura 8.104.

Figura 8.104
Parte de la resolucion de E3 de la Tarea 11
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Por otro lado, los FPM destacan que “Se posibilito que el estudiante modelice,
generalice, proponga, reestructure, contribuyendo al proceso de metacognicion” (E7), donde

se hace referencia a los procesos implicados en los ciclos de formacion.

Una componente que resalta en la valoracion de la mayoria de los FPM es las
diferencias individuales, ya que plantean que “constantemente se promueve el logro y apoyo”
(E11), ademas, se “contempla el hecho de no recordar, a partir de esto se volvia a repasar o
socializar” (E10). También, destacan la consideracion del tiempo de aprendizaje de cada

estudiante y las actividades planteadas para reforzar, ampliar y nuevos ejemplos.

En general, la mayoria de los FPM realiza un comentario sobre los conflictos cognitivos;

algunos destacan el uso y gestion del error en la clases, por ejemplo, “se tomaron nuestros
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errores como parte del aprendizaje y a partir de ellos replantear situaciones con sus respectivas
intervenciones” (E11), “se presentaron varios a lo largo de las clases por el hecho de el
enfrentamiento entre los distintos significados del diferencial” (E10), “se valora el error y
confusion al relacionar los diferentes significados” (E13), donde se presentan conflictos

cognitivos asociados a las interpretaciones de la diferencial.

También, E5 recupera un conflicto epistémico y cognitivo que se genera en la
resolucion de la situacion problema del calculo de la masa total de la Tarea 1 por el hecho de
superponer areas, conflicto que se ha analizado en el capitulo anterior, al mencionar que para
E5 fue un conflicto “no poder calcular la masa total de una lamina porque se repetian las areas”.
En esta direccion, E3 expresa que “en todas las ocasiones se abordaron cuéles serén los posibles
conflictos que podrian surgir en el estudio de la diferencial”, donde se refleja el abordaje
realizado con los FPM sobre los potenciales conflictos que pueden emerger en los procesos de

estudio de la diferencial de una funcion.

Ademas, se destaca el comentario de E12 al mencionar que “personalmente tuve
dificultades con el concepto porque habia entendido graficamente y me costé mucho poder
relacionar con los distintos significados”, porque resalta un potencial conflicto epistémico
cognitivo que tiene ver con los el juego de lenguaje entre el proceso de conceptualizacion y
representacion, ya que no es lo mismo establecer la diferencial a partir de su representacion
algebraica que gréfica o geométrica, porque en cada tipo de lenguaje interviene un sistema de
practicas y objetos matematicos diferentes, como se puede apreciar en el analisis ontosemiotico

de la solucién geométrica y algebraica del Capitulo 4.
8.5.4.2.3 Faceta Afectiva

En las valoraciones de los FPM sobre las emociones, destacan que “siempre nos
sentimos comodos, tranquilos, con estimulacién de los alfajores de maicena” (E4), donde se
puede apreciar algunas emociones de los FPM. Ademads, mencionan que “se permitian las
diferentes opiniones de los alumnos sin cancelar o juzgar ninguna” (E1) y “se potencia la
autoestima contemplando la vision de todos” (E10), donde identifican algunos aspectos que

potenciaron la motivacién e interés de los FPM.

En relacidn con las actitudes y valores, los FPM destacan el respecto por la opinién de
los comparieros y la escucha de diferentes opiniones y caminos de resolucién. También,
expresan la “flexibilidad en los distintos puntos de vista” (E10) y la “la actitud flexible ante la
idea de que ninguna respuesta estaba del todo mal. Siempre se rescata algo” (E11). Por altimo,
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recuperamos el comentario de E12 ya que refleja la importancia de generar un clima de
confianza, propiciar el pensamiento critico y reflexivo, y potenciar el proceso de comunicacion

y argumentacion:

en las clases el profesor aceptaba toda clase de preguntas u opiniones sin importar cual
alejado de lo esperado estuviera y nunca hacia de menos algo, para él todo era
importante, incentivando a que se puede hablar con mas confianza. Ademas, que

motivaba la resolver y cuestionar las cosas y no daba nada por sabido. (E12)

Por otro lado, se recupera el comentario de E4 que expresa “En lo particular el trabajo
como investigador en la carrera es muy interesante y significativo. Creia que no iba a poder
con el trabajo y todo lo contrario” (E4), el cual refleja el proceso de metacognicion del FPM

en relacion con su sistema de creencias sobre su propio proceso de aprendizaje.
8.5.4.2.4 Faceta Interaccional

En relacion con las interacciones docente y estudiantes, la mayoria de los FPM plantean
que “las configuraciones planificadas estaban organizadas de forma clara y adecuada” (E6) y
que las “las actividades propiciaban a establecer relaciones con otros contenidos ya trabajados”
(E5). Ademas, destacan que las intervenciones y preguntas del profesor propiciaban espacios

para establecer relaciones entre la diferencial con otros conceptos.

Sobre las interacciones entre estudiantes, casi todos los FPM destacan que en las
configuraciones didacticas planificadas se gestaron “se puede apreciar que el estudiante tuvo
una participacion activa a través del didlogo, la comunicacién y el debate grupal” (E6), donde
destacan la gestidn de las interacciones por parte del profesor y la participacion activad de los
estudiantes. Estos aspectos también se pueden reconocer en la valoracion de E12 al expresar
que “en todas las clases el docente incentivaba a que se genere un debate entre alumnos” (E12)

y “se planifica para que se plantean debates o dialogos grupales” (E11).

Por otro lado, la mayoria de los FPM destacan como indicadores de la consideracion de
la evaluacion formativa durante el desarrollo de las sesiones de clases al reconocer que se
generaron “didlogos colaborativos, debates, dando lugar a interrogantes” (E11), y destacan la
retroalimentacion al escribir “Para llevar a cabo la resolucion de las actividades surgian
momentos de retroalimentacidn para considerar los conceptos que intervenian en las tareas”
(E5). Asimismo, los FPM comienzan a reconocer las interacciones que les permitieron
establecer relaciones, no solo vinculados al concepto diferencial, sino que también vinculados
al desarrollo de las competencias profesionales del profesor de matematicas, como se puede
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apreciar en el comentario de E3: “en todo el proceso formativo creo que se pudo evidenciar
algunos progresos en cuanto a la comprension de la diferencial, asi como todo el analisis

didactico, el cual conlleva a identificar las practicas, objetos y procesos implicados”.
8.5.4.2.5 Faceta Mediacional

En general, la mayoria de los FPM destaca la “buena utilizacién de los recursos
disponibles que facilitaron el desarrollo de cada clase” (E3), y “Buen uso de los recursos
(presentaciones claras, ejemplificaciones, uso adecuado de las tablas y fichas para organizar la

tarea y optimizar el tiempo)” (E10).

En relacion con las condiciones del aula, la mayoria de los FPM ha valorado como
positivo la organizacion implementada, ya que mencionan: “Se hizo un excelente uso del
espacio, ya que se distribuy0 las mesas de tal forma que la dispersion por el aula favorezca el
didlogo” (E7) y “Buena distribucién de mesas (forma circular, enfrentados para el debate)”
(E10).

Sobre la organizacion y distribucion de los tiempos de ensefianza y aprendizaje, la
mayoria de los FPM plantea que “los tiempos fueron adecuados y utilizados de manera
eficiente” (E1), ademas, “la distribucion del tiempo fue excelente ya que en cada momento que
fue necesario nos detuvimos para reflexionar” (E7), donde se enfatiza el equilibrio que se busco
entre los momentos de ensefianza y aprendizaje, segln las necesidades de los estudiantes y de

las circunstancias contextuales.
8.5.4.2.6 Faceta Ecologica

En relacion con la adaptacion de las propuestas de los dos ciclos de formacion con el
curriculo, la mayoria de los FPM menciona que “propuesta acorde al disefio curricular para un
profesorado de matematica y para la catedra” (E14) y que “Estuvo adaptado, ya que desde

Seminario y EDI se trabaja el enfoque, y de cierta forma, nos aporta para otros trabajos” (E10).

También, destacan los FPM, con respecto a la apertura hacia la innovacion didéactica,
que “es tenido en cuenta diversas investigaciones y consultado mucha bibliografia extra” (E11)

y “se utilizaron las nuevas tecnologias para facilitar la organizacion de las clases” (E14).

Por otro lado, afirman que “las propuestas contribuyen a la formacion de un profesor
de matemaética en el analisis de actividades” (E14) en relacion con la adaptacion socio-
profesional de las propuestas de los ciclos de formacion. Asimismo, E8 expresa que parte de

la propuesta también podria ser implementada en el contexto de la carrera de ingenieria.
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En relacion con la educacion en valores, los FPM manifiestan que “se tuvo siempre en
cuenta las emociones e intervenciones de los estudiantes sin mostrar situaciones de
discriminacion” (E13). También, agregan que “se evidencia que todas las clases se dio un papel
activo a todos los estudiantes” (E6), y resaltan los valores “se promueve la tolerancia, respeto

por las ideas de los pares, etc.” (E2).

Po ultimo, la mayoria de los FPM destacan las conexiones intra e interdisciplinarias, al
mencionar las conexiones con los conceptos de integral, derivadas, cantidad, funciones,

variable, y conexiones con la fisica con los conceptos de masa, velocidad y aceleracion.
8.6  Analisis Retrospectivo del Disefio

En esta seccion se analiza todo el proceso implementado en el primer segundo de
formacion y para ello se emplea la nocion de la idoneidad didactica de Godino (2013) en sus
diversas facetas y componentes para reflexionar sobre lo sucedido y buscar potenciales mejoras

para futuras implementaciones.

Ademaés, como insumo, se considerara la encuesta de opinion que han realizado los
estudiantes en cada una de las secciones de clases, a modo de valoracion de estas. Asimismo,
se tendran en cuenta los resultados que se han presentado y analizado a lo largo de todo el

Capitulo 8.
8.6.1 Idoneidad epistémica y ecoldgica

A lo largo del segundo ciclo formativo se han propuesto cinco tareas formativas
orientadas hacia el desarrollo de la competencia de andlisis y valoracion de la idoneidad
didactica en los FPM. En general, se plantearon varias situaciones que involucraba el uso de
los criterios de idoneidad para realizar valoraciones, desde una leccion de un libro de texto, un
problema, dos videos educativos y las sesiones de clases. Las fases de implementacién de este
ciclo de formacién proponen una variedad de tipos de tareas que propician un uso cada vez

mas completo y eficiente de los criterios de idoneidad.

Ademas, es posible destacar que el disefio propuesto muestra una apertura hacia la
innovacidn basada en la investigacion y a la practica reflexiva, ya que no se limita solo a la
valoracion de situaciones-problemas, sino que también se valoran lecciones de libros de textos
y videos educativos, experiencias formativas muy enriquecedora para la formacién de
profesores de matematica, como lo plantean Beltran-Pellicer et al., (2021); Burgos et al.,
(2020); Castillo y Burgos (2022); Giacomone et al., (2022), entre otros.
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8.6.2 ldoneidad interaccional y mediacional

Debido al nivel de producciones de los FPM, se considera que se ha propiciado
interacciones entre estudiantes y entre los FPM con el profesor, de tal manera que se lograron
resolver los conflictos epistémicos, cognitivos e instruccionales que fueron surgiendo. Ademas,
se han utilizado diferentes recursos retéricos y argumentativos generando momentos de

didlogo, comunicacion y debate sobre las afirmaciones y producciones de los FPM.

En cierto punto, el profesor asumio6 el rol de orientar la discusién sin validar las
conjeturas de los estudiantes, esto posibilito que los FPM tuvieron que asumir la
responsabilidad del proceso de estudio. Se planteo y sostuvo un tipo de trabajo cuyas formas
de interacciones fueron del tipo dilégicas y colaborativas, lo que potencia la idoneidad

interaccional del proceso.

Se considera que se ha utilizado de manera eficiente los recursos materiales y
tecnologicos, como lo evidencias las valoraciones de los estudiantes. Ademas, se destaca la

organizacion del aula, aspecto que propicio la escucha, el didlogo y la discusion entre los FPM.

Por ultimo, las valoraciones de los FPM mencionan que la distribucion del tiempo en
momentos de ensefianza y aprendizaje ha sido adecuada, y producto de ello, son las

valoraciones expertas que lograron algunos FPM en las diferentes tareas.
8.6.3 ldoneidad cognitiva y afectiva

Las practicas personales de los FPM con relacion al uso de los indicadores de idoneidad
didactica dan cuenta de una utilizaciébn competente de esta herramienta de reflexién global
sobre los procesos de ensefianza y aprendizaje de la diferencial. Si bien, se generaron diferentes
conflictos cognitivos, se consideran que estos han sido abordados y resueltos con el grupo

clase.

Ademas, las circunstancias contextuales y las caracteristicas de los participantes ha
permitido alcanzar un alto grado de competencia en los FPM en la utilizacion de los indicadores
de la GVID-Diferencial.

Asimismo, destacamos que el profesor ha logrado promover aspectos motivacionales
en el desarrollo de las sesiones de clases, ya que no se produjo rechazo hacia las propuestas, y
se generd un ambiente de confianza donde todos podian participar, respectando las ideas de

todos y empleando el error como fuente de aprendizaje.

8.7 Sintesis y Conclusiones
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En este capitulo se ha descripto, analizado, explicado y valorado un disefio aplicado en
un curso del profesorado de matematicas, para desarrollar la competencia de analisis y
valoracion de la idoneidad didactica en FPM. Los resultados y evidencias que se han mostrado
permiten afirmar que se ha logrado iniciar y progresar en el uso competente de los indicadores
de idoneidad didactica para la reflexién sistematica de los procesos de estudio de la diferencial.
Si bien, existen varios aspectos a mejorar, se considera que se ha logrado un progreso
importante en el desarrollo de la competencia, teniendo en cuenta que uno de los factores que
propicid este avance es debido a las circunstancias contextuales y caracteristicas particulares
de los FPM, ya que disponen de conocimientos previos con relacion al EOS por los trabajos

que realizan el marco de la catedra donde se implementa el ciclo formativo.

Los conocimientos didactico-matematicos sobre los procesos de estudio de la
diferencial que se han sintetizados en la GVID-Diferencial, constituyen una potente
herramienta para el disefio, implementacion y valoracion de ciclos formativos, como el que se

ha descripto en este capitulo.

Un aspecto distintito del disefio del ciclo implementado es la variedad de situaciones-
problemas formadas por lecciones de libros de textos, problemas, videos educativos y procesos
de estudio, esta diversidad de propuestas enriquece la formacion del FPM y logra una cierta
apertura hacia la innovacién didactica con la utilizacion de recursos, como los videos
educativos, cuestion que se ha proliferado sus usos e investigacion en las clases de
matematicas. Por tales motivos, se considera oportuno plantear este tipo de actividades
formativas en la formacion de profesores de matematica, cuyos resultados constituyen el punto

de partida para la mejora y la implementacién de nuevas propuestas.
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Capitulo 9: Sintesis, Conclusiones y Perspectivas de Investigacion

9.1 Introduccion

En esta tesis se ha abordado dos problematicas, por un lado, la caracterizacion de los
significados institucionales de la diferencial lo que permitio la construccion de un modelo
ontosemiotico de los significados parciales. Dicho modelo se ha ampliado con la incorporacion
de los conocimientos didactico-matematicos de los procesos de estudio de la diferencial en las
facetas epistémica, cognitiva, afectiva, interaccional, mediacional y ecoldgica. Por otro lado,
se ha disefiado, implementado y evaluado dos ciclos de formacion con los FPM con el objetivo
de iniciarlos en el desarrollo de la competencia de analisis e intervencion didactica. El primer
estudio se focaliza en el disefio, implementacion y valoracion de experiencias formativas
orientada al desarrollo de la competencia de andlisis ontosemi6tico, y el segundo estudio, se
centra en el disefio, implementacién y valoracion de experiencias formativas orientada al
desarrollo de la competencia de analisis y valoracidn de la idoneidad didactica. Ambos estudios

estan basados en la aplicacion sistematica de herramientas teéricas del EOS.

A continuacion, se presenta una sintesis de los principales resultados que se han obtenido
durante el desarrollo de esta tesis. Estos resultados son producto de once preguntas de
investigacion y dos objetivos generales, con sus respectivos objetivos especificos, planteados
en el Capitulo 1. Posteriormente, se incluye una sintesis de las implicaciones de este trabajo y
su aporte al campo de la educacion matematica y al campo especifico de la formacion de
profesores de matematica. Ademas, se incluye también algunas cuestiones abiertas y futuras
lineas de investigacion. La tesis tiene su cierre con la mencion de los aportes cientificos

derivados de este trabajo.
9.2 Conclusiones sobre las Preguntas de Investigacion 1, 2,3y 4

1) ¢Cuales son las configuraciones de objetos y procesos matematicos implicados en
las practicas que constituyen los diversos significados del concepto de diferencial?

(Configuraciones epistémicas)

2) ¢Cuales son los diversos significados del diferencial y qué elementos permiten

distinguirlos?
3) ¢Como se relacionan y articulan entre si los diversos significados del diferencial?

4) ¢Es posible definir un modelo, para categorizar los significados del diferencial

segun el grado de generalidad y formalizacion de los objetos intervinientes?
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Este grupo de preguntas se corresponde con el planteamiento del primer objetivo general
y cuatro objetivos especificos. Se considera que se ha logrado responder a los interrogantes y
objetivos mediante la descripcion y caracterizacion de los significados parciales de la
diferencial con la construccion del modelo ontosemidtico, informacion que se ha que se detalla

en los Capitulos 3y 4 de la tesis. A continuacién, se discuten el logro de los objetivos.
9.2.1 Aportes derivados del objetivo general OG-1

OG-1: Establecer un modelo ontosemiético de referencia de los diversos significados

del concepto de diferencial.

Desde la perspectiva del EOS, una investigacion de didactica de la matemaética
focalizada en el estudio de un concepto, como la diferencial, tiene que partir de la
reconstruccion de los significados parciales institucionales que sentaran las bases para
reflexionar sobre los procesos de ensefianza y aprendizaje de la diferencial en diferentes
contextos. En este sentido, la articulacion de los diversos significados permite la construccion
de un modelo ontosemidtico de los significados parciales de la diferencial, el cual constituye
una potente herramienta tedrica y metodoldgica ya que permite identificar los significados que
intervienen y emergen de las propuestas de ensefianza, de las lecciones de los libros de textos,

reconocer y prever potenciales conflictos epistémicos, y proponer potenciales mejoras.

Para comprender la pluralidad de los significados de la diferencial, en primer lugar, en
el Capitulo 3 se ha estudiado su origen y evolucion identificando las situaciones-problemas y
los sistemas de practicas de donde emerge este concepto. Luego, en el Capitulo 4, se avanza
hacia la descripcion de las configuraciones de practicas, objetos y procesos matematicos que
caracterizacion a los significados parciales de la diferencial. De esta manera, se logran
establecer conexiones entre los significados segun el grado de generalidad y formalizacion de
los objetos implicados para establecer el modelo ontosemi6tico de los significados parciales de

la diferencial.
9.3 Conclusiones sobre las Preguntas de Investigacion 5

5) ¢Qué aspectos y criterios deberian tener en cuenta un profesor para optimizar los

procesos de ensefianza y aprendizaje del concepto de diferencial?

Esta pregunta de investigacion se relaciona con parte del objetivo general 1y 2, ya que
para determinar los aspectos y criterios que deberia tener en cuenta un profesor para optimizar

los procesos de estudio de la diferencial, en primer lugar, es necesario considerar el modelo
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ontosemidtico de los significados parciales de la diferencial y ampliarlo incorporando los
conocimientos didacticos matematicos de las facetas epistémica, cognitiva, afectiva,
interaccional, mediacional y ecoldgica de la idoneidad didactica. Para lograr este proceso, en
el Capitulo 5, se ha utilizado la Teoria de la Idoneidad Didactica (Godino, 2013; Godino,
Batanero y Burgos, 2023) para particularizar los indicadores a los procesos de ensefianza y
aprendizaje de la diferencial, obteniendo como resultado una la GVID-Diferencial que permite

apoyar, reforzar y orientar la reflexion global de los procesos de estudio de la diferencial.

La GVID-Diferencial, constituye el primer paso del estudio preliminar que plantea la
metodologia de disefio, ya que constituye las bases para el disefio de propuestas formativas

idéneas.

Luego, en el Capitulo 6, se avanza en el andlisis de los conocimientos didactico-
matematicos que intervienen y emergen en una leccion de un libro de texto de célculo,
utilizando la GVID-Diferencial. Este estudio se justifica en la necesidad de valorar las
posibilidades y limitaciones de los lecciones de los libros de textos, como asi también los
potenciales conflictos semidticos que pueden surgir, de tal manera que la informacion
recolectada permita al profesor de matematicas hacer un uso competente de esta herramienta
para potenciar y orientar sus decisiones y acciones en relacion al uso de los libros de textos,
porque se considera que los libros son un recurso muy utilizado por los profesores para

planificar y gestionar sus clases.

En esta valoracion de la idoneidad didactica de la leccion del libro de texto, se ha
logrado identificar diferentes cuestiones importantes que los profesores de matematica
deberian tener en cuenta para organizar sus clases. Por ejemplo, resulta importante destacar la
presencia de los conflictos epistémicos vinculados al lenguaje simbolico propio de la
diferencial y sus conexiones con la derivada, y los conflictos en relacion con la
conceptualizacion, entre otros. Los resultados de esta valoracion constituyen el punto de partida
para proponer potenciales mejoras de cada una de las facetas de la idoneidad didactica con el

fin de mejorar los procesos de ensefianza y aprendizaje de la diferencial.
9.4 Conclusiones sobre las Preguntas de Investigacion 6, 7,8y 9

6) ¢Qué situaciones-problemas permiten abordar y articular los significados
parciales del concepto de diferencial en la formacion inicial de profesores de

matematica?
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7) ¢Cudles son las configuraciones de objetos y procesos puestas en juego por los
futuros profesores de matematica en la resolucién de los problemas en torno a los

significados parciales de la diferencial? (configuraciones cognitivas)

8) ¢Qué tipo de acciones formativas seria necesario y posible implementar en un
programa de formacién para iniciar a los futuros profesores en el conocimiento y

la competencia para el analisis ontosemiético?

9) ¢Qué tipo de acciones formativas seria necesario y posible implementar en un
programa de formacién para promover en los futuros profesores el conocimiento y
uso competente de herramientas para la reflexion sistematica sobre un proceso de

estudio del diferencial?

Este grupo de preguntas se corresponde con el planteamiento del segundo objetivo
general y dos objetivos especificos. Se considera que se ha logrado responder a los
interrogantes y objetivos mediante el disefio, implementacion y evaluacion de dos ciclos de
formacién con los FPM enfocados a desarrollar determinadas competencias profesionales de
los profesores de matematica, informacion que se presenta en el Capitulo 7y 8. A continuacion,

se discuten el logro de los objetivos.
9.4.1 Aportes derivados del objetivo general OG-2

OG-2: Analizar y promover el crecimiento profesional en los futuros profesores de
matematicas sobre conocimientos y competencias didactico-matematicas relativos al

modelo ontosemidtico del concepto de diferencial.

Se considera que este objetivo general y sus especificos, se han logrado ya que en el
Capitulo 7 se presenta el disefio, implementacién y valoracion del primer ciclo de formacién
donde se aborda el desarrollo de la competencia de analisis ontosemidtico, y en el Capitulo 8
se presenta el disefio, implementacion y valoracion del segundo ciclo de formacion donde se

aborda el desarrollo de la competencia de analisis y valoracion de la idoneidad didactica.

A continuacion, se retoman los principales resultados del primer ciclo de formacion
(Capitulo 7).

El primer ciclo de formacién esta formado por cinco tareas formativas que conforman
una trayectoria didactica planifica para propiciar el desarrollo de la competencia de analisis
ontosemiotico. La Tarea 1 implica la resolucion de una situacién problema donde emerge la

diferencial para modelizar la situacion y progresar en la solucion. En la misma, intervienen
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varios conflictos epistémicos y cognitivos los cuales es necesario que los FPM emprendan
procesos metacognitivos para nuevas nuestras estrategias y resolver los conflictos que van
surgiendo para llegar a la solucion. Esta primera accion formativa constituye la Fase 1 del ciclo
que tiene la intencidn realizar una exploracion inicial de los significados personales de los FPM

de la diferencial.

En la Tarea 2, los FPM realizan el primer analisis epistémico (Fase 2) identificando los
objetos y procesos matematicos implicados en sus propias resoluciones de la situacion
problema de la Tarea 1. En la Tarea 3, realizan el primer andlisis cognitivo (Fase 3) donde
tienen que identificar y dividir la secuencia de préacticas mateméticas de una resolucion, hecha
por otro estudiante, ademéas de reconocer la intencionalidad de cada practica y los objetos
matematicos. Ademas, se puede apreciar como en el enunciado de la consigna se los invita a

reflexionar sobre los potenciales conflictos epistémicos y cognitivos.

Luego en la Tarea 4, se plantea una nueva situacion problema, pero se solicita al FPM
que utilice la técnica de analisis ontosemiotico de préctica, objetos y procesos para resolver la
tarea (Fase 4: puesta en practica de la técnica de andlisis ontosemiético). En la Tarea 5, se
cambia el instrumento y se propone que a los FPM que analicen un fragmento de una leccion
de un libro de texto sobre la diferencial, de tal manera que puedan utilizar el modelo
ontosemidtico de los significados parciales de la diferencial, los cuales se ha abordado en las
sesiones anteriores, para el analisis epistémico y cognitivo de la propuesta.

La valoracién de las producciones de los FPM en relacion con cada una de las tareas
desarrolladas en el primer ciclo muestra un gran progreso en el desarrollo de la competencia
de analisis ontosemiotico, esto se respalda con todas las evidencias que se presentan y se
analizan en detalle en la implementacién de cada una de las tareas, con lo cual, es posible

afirmar que se ha logrado superar el objetivo propuesto.

El segundo ciclo de formacion, compuesto por cuatro fases, se disefiaron seis tareas
formativas que propician el desarrollo de la competencia de analisis y valoracion de la
idoneidad didactica. La Tarea 6 (Fase 1) es la primera aproximacion a las facetas, componentes
e indicadores de idoneidad didactica, que como puede apreciarse en los resultados, y en
particular en la Figura 8.19, los FPM recuperan muchos conocimientos previos en relacion con

la idoneidad didactica, cuestion no menor por las caracteristicas del grupo.

En la Tarea 7, se vuelvo sobre la situacion problema de la Tarea 1 pero con nuevos lentes

propuestos por los criterios de idoneidad didactica utilizando las facetas y componentes. Esta
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tarea se complementa con la Tarea 8 donde se aborda el estudio detallado de los criterios de
idoneidad didactica del teto de Godino (2013). Estas actividades constituyen la Fase 2 del ciclo
que tiene la intencion de iniciarlos en el uso de los criterios para analizar y valorar la idoneidad

de una situacion problema que ellos mismos experimentaron.

La Tarea 9, supone un nuevo reto para los FPM ya que implica la valoracién de dos
videos educativos sobre la diferencial, pero tuvieron que utilizar la GVID-Diferencial, la cual
fue presentada y discutida con detalle antes de la implementacidn de esta tarea. Esta accidn
formativa corresponde a la Fase 3 donde se propone el uso de la GVID-Diferencial para

analizar y valorar videos educativos.

Posteriormente, en la siguiente sesién, se propone la Tarea 10 donde tienen que
seleccionar y valorar qué video recomendaria a sus futuros estudiantes, y la Tarea 11 que
implica un proceso de metacognicion y valoracion de todo el proceso de formacion utilizando

la GVID-Diferencial. Ambas tareas conformar la Fase 4 de evaluacion.

La evidencia recopilada de cada una de las experiencias formativas permite afirmar que
se ha logrado un alto grado de desarrollo de la competencia de analisis y valoracion de la
idoneidad didéctica, el uso que realizan los FPM de los indicadores de la GVID-Diferencial

para describir, explicar y valorar las propuestas es muy satisfactorio.

Ademas, resulta importante destacar que se ha logrado identificar en el primer ciclo de
formacién criterios vinculados al desarrollo de la competencia de andlisis epistémico y analisis
cognitivo, si bien estos no son nuevos, pero para nuestra investigacion se han adaptado y han

sido de mucha utilidad para analizar el desarrollo de la competencia de andlisis ontosemiotico.

También se ha elaborado unos criterios que deberia tener en cuenta el profesor para
desarrollar la competencia de gestion de las interacciones, esta produccidn constituye un gran

aporte para futuras investigaciones.

Por otro lado, se ha logrado identificar algunos criterios vinculados al uso que hacen los
FPM de los indicadores de la GVID-Diferencial, en el sentido de no solo reflexionar sobre si
el FPM considera o no los criterios en su valoracién, sino que avanzamos hacia el estudio de
coémo utiliza los indicadores para valorar, por ejemplo, se observa que varios FPM logran
realizar una valoracion bastante experta cuando logran reconocer la funcién (funcion
semidtica) que cumplen los objetos matematicos en el desarrollo de la propuesta. Es decir, no
es lo mismo que un FPM mencione que en la leccion del video se utiliza el lenguaje simbdlico
y gréfico porque menciona a los objetos matematicos, que otro FPM donde plantea que en la
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leccién del video se utiliza el lenguaje natural para explicar las expresiones simbdlicas, que se
utiliza la representacion grafica para mostrar los diferenciales en una determinada parte del
grafico. En esta Gltima valoracion, se aprecia que el objeto matematico es identificado y

valorado por la funcién que cumple en la leccion.

Otro gran aporte o resultado tiene q ver con el anlisis de los conflictos y como usarlos
para potenciar la gestion de las interacciones en las clases. Un descubrimiento fue el
surgimiento del conflicto del elemento genérico y la representacion ostensiva e intensiva del

radio en la representacion geométrica de la situacion problema de la Tarea 1.
9.5 Conclusiones sobre las Preguntas de Investigacion 10y 11

10) ¢ Cuél es el grado de idoneidad didactica del proceso formativo implementado en
la formacién inicial de profesores de matematica sobre el significado global del

concepto de diferencial?

11) ¢ Qué cambios se deberian introducir en el disefio e implementacion del proceso
formativo para incrementar su idoneidad did&ctica en una proxima implementacion

en la formacion inicial de profesores de matematica?

En relacion con la pregunta de investigacion 10, en el analisis de los resultados de ambos
ciclos de formacion se ha respondido en parte, ya que se considera que a lo largo de todo el
proceso formativo se han abordado los significados parciales de la diferencial de Leibniz y
Cauchy. Los otros, se han mencionado, pero no formaron parte de este proceso. Un
condicionante importante de esta restriccion es el tiempo disponible ya que los ciclos de

formacion se desarrollaron en clases reales de los FPM.

No obstante, por las evidencias de las producciones de los estudiantes (practicas
personales) es posible afirmar que se ha logrado un alto grado en la idoneidad epistémica, por
el analisis epistémico que realizaron los FPM; el grado de idoneidad cognitiva es media alta,
por los analisis cognitivos que han producido y por las cuestiones que son necesarias revisar;
una alta idoneidad interaccional, porque principalmente se ha logrado propiciar momentos de
dialogo, discusion, comunicacion y debate entre los estudiantes generando interacciones del
tipo dildgicas y colaborativas; una idoneidad mediacional media alta, ya que es posible mejorar
la utilizacion de los recursos empleados y la distribucion del tiempo; una idoneidad afectiva
alta, ya que el profesor se ha preocupado constantemente en potenciar la confianza y autoestima
de los FPM de tal manera que sea agradable para el FPM participar de las sesiones de clases;
y una idoneidad ecoldgica media alta ya que es posible mejorar algunos aspectos.
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Existen varios cambios que se pueden tener en cuenta para futuras implementaciones,
por ejemplo, la posibilidad de incorporar nuevas situaciones-problemas donde intervenga el
significado parcial de la diferencial de Fréchet. Ademas, ampliar la cantidad experiencias
formativas donde interviene la diferencial. Otra posible ampliacion tiene relacion con la
incorporacion de nuevos libros de textos, de tal manera que el FPM tenga que tomar decisiones

pedagdgicas sobre el uso de estas para planificar una clase utilizando los textos.

Por otro lado, se podria proponer mas tiempo para visualizar los videos, o repetir su
reproduccion de tal manera que puedan fortalecer sus registros. Entre otras potenciales
modificaciones que se pueden considerar teniendo en cuenta las principales dificultades de los

FPM en la implementacion.
9.6 Reflexiones Finales

A modo de reflexion final podemos decir que hemos logrado satisfactoriamente los
objetivos planteados y contribuir asi, al campo de la formacion inicial de profesores de

matematica.

El modelo ontosemiético de los significados de la diferencial junto con la Guia de
Valoracion de la Idoneidad Didactica de procesos de estudio de la Diferencial (GVID-
Diferencial) han sido han sido operativos y han demostrado ser eficientes para el disefio,
implementacion y valoracion de procesos instruccionales orientado al desarrollo de
competencias profesionales de los profesores de matematica vinculados a los procesos
instruccionales de la diferencial. Ademas, han demostrado ser una herramienta potente para

describir, explicar y valorar adecuadamente las practicas educativas de los FPM.

Se han implementado dos ciclos de formacion con 7 sesiones de clases de 2,5 horas,
acompanadas de una serie de experiencias formativas con momentos de trabajo individual y
grupal, presencial y no presencial, discusiones grupales e institucionalizaciones por parte del
profesor. El proceso de disefio de la trayectoria didactica fue sistematico, creativo, dinamico,
utilizando un conjunto de diferentes actividades y recursos que han dado lugar a las
innovaciones dirigidas a los desafios que enfrentan los FPM y para los propios profesores,

formador de formadores e investigadores.

Un aspecto importante para destacar es que, en las experiencias formativas, ademas de
abordar los conocimientos didactico-matematicos con relacion a la diferencial, también se
plantea el uso, compresion y dominio de las herramientas teoricas y metodologicas del EOS,
como el analisis ontosemidtico epistémica y cognitivo, y la idoneidad didéctica, mediante
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acciones formativas que propician el uso competente por parte de los FPM de estas
herramientas. A partir de los resultados de esta investigacion, es posible afirmar que se ha
logrado que los FPM hagan un uso competente de estas herramientas tedricas para el analisis
de los procesos de ensefianza y aprendizaje en torno a la diferencial. Si bien, existen varios

aspectos para seguir trabajando y afinando su uso, logrado grandes avances.
9.7 Futuras Lineas de Investigacion

En este capitulo se presentaron las principales contribuciones realizadas al estudio y
desarrollo de los conocimientos y competencias didactico-matematicos de los procesos de
estudio de la diferencial, desde una perspectiva ontosemiética. Aun quedan muchas cuestiones
a investigar en relacion con los procesos de ensefianza y aprendizaje de la diferencial, y al

desarrollo de competencias profesionales de los FPM con relacion al estudio de la diferencial.

A continuacion, se presentan algunos primeros aspectos que permitirian contribuir a

avanzar en el problema de investigacion que se ha planteado en esta tesis.
9.7.1 Extension del modelo ontosemidtico de los significados parciales de la diferencial

En esta tesis se ha desarrollado el modelo ontosemidtico de los significados parciales
de la diferencial, el cual contempla cuatro significados parciales. Este modelo es posible
extenderlo hacia el estudio de las formas diferenciales en la geometria diferencial, como
plantean varios autores. No obstante, se surge la necesidad de disefiar una diversidad de
situaciones-problemas con conexiones intra matematicas e interdisciplinares de tal manera que
la diferencial intervenga de manera clave, y permita ampliar las conexiones de este concepto

con los significados otros del calculo.

Una puerta que se abri6 en el proceso durante el primer ciclo de formacion giré en torno
al estudio de los conflictos epistémicos y cognitivos que genera la diferencial y sus relaciones
con los procesos matematicos, como el elemento genérico y las facetas duales de los objetos,
aspectos que dan cuenta de la complejidad ontoldgica y semidtica que involucra el estudio de

la diferencial.

9.7.2 Disefio e implementacion de nuevas experiencias formativos en torno a los

procesos de estudio de la diferencial

En relacion con los procesos de instruccién sobre la diferencial, se considera oportuno
disefiar, implementar y valorar ciclos de formacion con estudiantes de diferentes carreras, como

asi tambien, implementar nuevas experiencias formativas con los FPM.
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Por otro lado, experiencias recientes del grupo de investigacion que enmarca esta tesis
doctoral ha comenzado con pequefas experiencias a plantear situaciones-problemas similares
a las trabajadas en los ciclos de formacion en la formacion de ingenieros, donde ha surgido la
necesidad de realizar estudios mas profundo en relacion a cdmo los estudiantes lograr superar
los conflictos semidticos que implica el estudio de la diferencial, mas ain cuando entra en

juego elementos genéricos y las facetas duales del objeto.

Una linea de investigacion que cada afio crece en experiencias formativas desarrolladas
en muchos paises tiene que ver con los significados parciales de la integral, en particular como
cambio total, acumulacion y suma de infinitas piezas, donde interviene de manera directa la
diferencial, con lo cual es necesario plantear nuevos estudios para focalizar la atencion en las
practicas, objetos, procesos, conexiones y potenciales conflictos que intervienen en esas
situaciones-problemas, aspectos estudiados desde diferentes enfoques teoricos en los estudios
de Bueno et al., (2022), Jones y Ely (2023), Nilsen y Knutsen (2023), Oehrtman y Simmons
(2023), Stevens y Jones (2023), entre otros, donde se sigue preguntando sobre el rol de la
diferencial en el contexto del problema (Lopez-Gay et al., 2015; Veron, Giacomone y Pino-
Fan, 2023).

9.7.3 Desarrollo de la competencia de analisis ontosemiotico en tareas vinculadas a la
diferencial

La relacion entre los aprendizajes alcanzados por los FPM y los conocimientos
didactico-matematicos de los procesos de estudio de la diferencial, nos permite reflexionar
sobre la necesidad de promover nuevas experiencias formativas que propicien el desarrollo de
conocimientos matematicos y competencias profesionales en la formacién de profesores de
matematica, como asi también los conocimientos que deberian tener los FPM para disefar,
implementar y evaluar propuestas didacticas potentes, desde el punto de vista epistémico y

cognitivo.

En consecuencia, es posible avanzar en nuevas lineas de investigacion que planteen
ampliar la variedad de situaciones-problemas, disefiar e implementar una muestra mas
representativa de situaciones-problemas con mayor disponibilidad de tiempos, disefiar e
implementar ciclos formativos destinados para profesores y estudiantes de matematicas, fisica

y ciencias experimentales e ingenierias.
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9.7.4 Desarrollo de la competencia de analisis de la idoneidad didactica en procesos de

ensefianza y aprendizaje de la diferencial

A partir de los resultados obtenidos, una posible experiencia formativa que podria
enriquecer la valoracion de la idoneidad didactica, y en particular, promoviendo procesos de
metacognicion, seria volver sobre las primeras valoraciones de las situaciones-problemas,
como la leccién del libro de texto para mejorar el analisis, identificar dificultades y potenciar
la reflexion sistematica de los procesos de estudio de la diferencial haciendo un uso competente

de la herramienta.

Por otro lado, es posible proponer nuevos estudios que empleen otros recursos
tecnologicos y audiovisuales, teniendo en cuenta los planteos de Hitt (2014) y Thompson y
Harel (2021), con el uso de animaciones, de tal manera que los FPM puedan explorar o
interactuar de otras formas con el fendmeno de estudio para luego plantear la situacion

problema y reflexionar sobre la idoneidad de estas experiencias formativas.
9.8 Publicaciones Derivadas de la Produccion Doctoral

En este dltimo apartado presentamos las aportaciones que hemos realizado al campo de
la didactica del anlisis matematico y al campo de la formacion de profesores, a partir de los
desarrollos y resultados obtenidos a lo largo de la investigacion. Los mismos estan ordenados

cronoldgicamente de manera descendente.
9.8.1 Articulos publicados en revistas y memorias de congresos

Verén, M. A. y Giacomone, B. (2021). Analise dos significados do conceito de diferencial de
uma perspectiva ontosemiotica. Revemop, 3, €2021009.
https://doi.org/10.33532/revemop.e202109

Veron, M. A. y Giacomone, B. (2021). Perspectiva ontosemiotica del diferencial de una
funcién: implicaciones para la ensefianza. En Actas del 7° Seminario de Ensefianza y
Aprendizaje del Célculo (pp. 3-4). Grupo de investigacion en Educacion Matematica
de la  Universidad Industrial de  Santander  (EDUMAT-  UIS).
http://funes.uniandes.edu.co/24621/

Verén, M. A. y Giacomone, B. (2022). Analisis de la idoneidad didactica de un libro de texto
para el estudio del diferencial. En Primer Congreso Internacional de Didactica de la
Matematica. CIDIDMAT 2022 (Virtual), en prensa.
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http://funes.uniandes.edu.co/24621/

Veron, M. A., Giacomone, B. y Benitez, M. del C. (2022). Significados que los estudiantes de
ingenieria otorgan al concepto de diferencial: Advances in Engineering and Innovation,
7(15), 86-94.

https://www.progreso.tecnm.mx/revistaAEl/index.php/aei/article/view/111

Veron, M.A., Giacomone, B., Benitez, M., Operuk, R., Pereyra, V., Kramer, F., Nacimento, G.
y Veron, H. (2022). Andlisis de una leccion de un libro de texto de célculo sobre el
estudio del diferencial. En VII Encuentro Provincial de Investigacion Educativa.
REDINE, en prensa.

Veron, M. A., Giacomone, B. y Benitez, M. del C. (2022). Usos de la diferencial en una leccion
de la integral. En actas de las XXVI Jornadas Nacionales de Educacion Matematica de
la Sociedad Chilena de Educacion Matematica. SOCHIEM.
https://drive.google.com/file/d/10QXIIksut8Kt4Epye7rsROIIMOTGglAl/view

Verén, M. A. y Giacomone, B. (2023). Valoracion de la idoneidad interaccional de una
discusién sobre la resolucién de un problema en torno al estudio de la diferencial. En
Actas del Congreso SOMIDEML1. Aceptado.

Giacomone, B. y Verdn, M. A. (2023). Competencia de futuros profesores de matematica para
identificar practicas, objetos y procesos en la resolucién de un problema del diferencial.
En C. Jiménez-Gestal, A. A. Magrefian, E. Badillo, E. y P. lvars (Eds.), Investigacion
en Educacion Matematica XXVI (pp. 267-274). SEIEM.

Veréon, M. A. y Giacomone, B. (2023). Modelo ontosemiotico del concepto de diferencial.
Implicaciones para la formacion de profesores de matematica. En 3* Jornada de
Tesistas de Posgrado Intercambiando perspectivas, metodologias y conclusiones.
Facultad de Humanidades y Ciencias Sociales. Universidad Nacional de Misiones.
Aceptado.

Verén, M. A., Giacomone, B. y Pino-Fan, L. R. (2023). Guia de valoracion de la idoneidad

didactica de procesos de estudio de la diferencial. Uniciencia, en prensa.
9.8.2 Participacion en eventos cientificos.

Veron, M. A. y Giacomone B. (2021). Analisis Ontosemidtico de los Significados del
Concepto de Diferencial. En XIII Encuentro de Estudiantes de Profesorados de
Matemética y XII Encuentro Regional de Profesores de Préactica Profesional y

Didéactica de la Matematica (Modalidad Virtual). Facultad de Ciencias Exactas,
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https://drive.google.com/file/d/1OQXIlksut8Kt4Epye7rsR0llMOTGgIAI/view

Quimicas y Naturales. Universidad Nacional de Misiones.
https://www.researchgate.net/publication/350873866 _ ANALISIS ONTOSEMIOTIC
O_DE _LOS_SIGNIFICADOS DEL_CONCEPTO_DE DIFERENCIAL

Veron, M. A. y Giacomone, B. (2021). Perspectiva ontosemiotica del diferencial de una

funcion: implicaciones para la ensefianza. En Actas del 7° Seminario de Ensefianza y
Aprendizaje del Calculo (pp. 3-4). Grupo de investigacién en Educacion Matematica
de la  Universidad Industrial de  Santander (EDUMAT- ulS).
http://funes.uniandes.edu.co/24621/

Veron, M. A. y Giacomone, B. (2022). Analisis de la idoneidad did&ctica de un libro de texto

para el estudio del diferencial. En Primer Congreso Internacional de Didéactica de la
Matematica - CIDIDMAT 2022 (Virtual). Universidad de los Lagos. Aceptado.

Verén, M. A., Giacomone, B. y Benitez, M. D. C. (2022). Significados que los estudiantes de

ingenieria otorgan al concepto de diferencial. En Il Foro de Experiencias Docentes en
Ciencias Bésicas para la formacion de ingenieros. Universidad Autdnoma de Yucatan
y el Instituto Tecnoldgico Superior Progreso del Tecnoldgico Nacional de México, en

prensa.

Verén, M.A., Giacomone, B., Benitez, M., Operuk, R., Pereyra, V., Kramer, F., Nacimento, G.

y Veron, H. (2022). Andlisis de una leccion de un libro de texto de calculo sobre el
estudio del diferencial. En VII Encuentro Provincial de Investigacion Educativa.

REDINE. Universidad Nacional de Misiones, en prensa.

Verén, M. A., Giacomone, B. y Benitez, M. del C. (2022). Usos de la diferencial en una leccion

de la integral. En actas de las XXVI Jornadas Nacionales de Educacion Matematica de
la Sociedad Chilena de Educacion Matematica. SOCHIEM.
https://drive.google.com/file/d/10QXI1ksut8 Kt4Epye7rsROIIMOTGglAl/view

Verdn, M. A. (2023). Desafios en la organizacion y sistematizacion de la informacion: El caso
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AnNexos
Anexo 1
Tarea 6

A partir de los discutido en la Tarea 5, responde: ¢ Coémo se podrian reformular/adecuar
los criterios de idoneidad didactica identificados en el punto 1 para el estudio del diferencial

de una funcién?

Tabla a modo de organizacion de la informacion

Facetas Criterios Analisis y valoracion
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Anexo 2
Tarea 7
Consigna:

Realizar un analisis y valoracion de la idoneidad didactica del problema de célculo de

la masa e indicar posibles mejoras, teniendo en cuenta la siguiente tabla de guia:

Andlisis y Propuesta de

Facetas Componentes

valoracion mejora
-Significados
institucionales
-Relaciones con otros
conceptos
-Procesos
-Conflictos epistémicos
-Significados personales
-Relaciones con otros
conceptos
Cognitiva  -Conocimientos previos
-Procesos
-Diferencias individuales
-Conflictos cognitivos
-Emociones, actitudes,
Afectiva  motivacion, creencias y
valores
-Interaccion Docente-
Estudiante
-Interaccion entre
estudiantes
-Autonomia
-Evaluacién formativa
Recursos materiales,
condiciones del aula,
namero de estudiantes y
tiempo
Adaptacién al curriculo,
adaptacion socio-
profesional, apertura a la
innovacioén, educacion en
valores, contextos
interdisciplinarios

Epistémica

Interaccional

Mediacional

Ecoldgica

Otros
comentarios
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Anexo 3
Tarea 9

Tabla utilizada para registrar la valoracion de los videos

Video 1
=]
S Propuesta de
' Componentes Andlisis y valoracion P
S mejora
S
Situaciones-
problemas
Lenguajes
Significados Conceptos

institucionales

Proposiciones

Procedimientos

Argumentos

Epistémica

Relaciones con otros conceptos

Modelizacion,
comunicacion,
argumentacion,
conceptualizacion,
representacion,
interpretacion

Procesos

Conflictos epistémicos

Significados personales
(Aprendizajes)

Relaciones (conexiones)

Procesos

Cognitiva

Conocimientos previos (se tienen en
cuenta los mismos elementos que
para la idoneidad epistémica)

Diferencias individuales
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Conflictos cognitivos

Emociones

Actitudes

Afectiva

Creencias

Valores

Interacciones docente-estudiantes

Interacciones entre estudiantes

Autonomia

Interaccional

Evaluacién formativa

Recursos materiales (manipulativos,
audiovisuales e informéticos)

Condiciones ambientales

Mediacional

Tiempo de ensefianza y aprendizaje

Adaptacion al
curriculo

Apertura hacia la
innovacion
didactica

Adaptacion
socio-
profesional y
cultura

Ecoldgica

Educacién en
valores

Conexiones intra
e
interdisciplinares

Otros comentarios

418



Anexo 4

Guia de Valoracién de la Idoneidad Didactica para el estudio de la diferencial (GVID-

Diferencial)

Idoneidad Epistémica
Componentes Indicadores
Situaciones-problemas
-Se plantea una muestra representativa de situaciones-problemas que
muestren y relacionen los diversos significados del diferencial
involucrando las cantidades infinitesimales, variables cuyos limites son
infinitésimos y aproximaciones o estimaciones lineales.
-Se proponen situaciones de contextualizacién, ejercitacion, aplicacion
y de generacion de problemas en matematicas y en las ciencias
experimentales (problematizacion) para el estudio de cambios
infinitesimales por los propios estudiantes.
-Se plantean situaciones que propician la utilizacion del diferencial
para la modelizacién y representacion de las variaciones, cambios 0
acumulacion de diversos fendmenos de matematicas, fisica, ingenieria
y de las ciencias experimentales.
Lenguajes
-Se emplean diferentes registros y representaciones para describir al
diferencial (natural, algebraico, simbdlico, grafico, funcional, etc.),
indicando sus conexiones.
-Se utiliza un nivel de lenguaje adecuado a los estudiantes que se
dirige.
-Se emplean términos idoneos para describir la diferencial en distintos
Significados ~ Contextos, como cantidades pequenas, cantidades infinitamente
pequefias, incremento infinitesimal, tangente, inclinacion,
aproximacion lineal, pendiente, derivada, etc.
-Se proponen situaciones de expresion matematica e interpretacion, en
los diferentes registros mencionados. Por ejemplo: dy = f'(x).dx;

Y= £(0; £, y)dx + g(e,y)dy = 0; [ f(0)dx; [ df

Conceptos

-Se realiza una presentacion clara de los conceptos fundamentales del
diferencial y se adaptan al nivel educativo al que se dirigen.

-Se presentan las definiciones del dx, dy, incremento de la funcion,
derivada, cantidad infinitesimal, variacion infinitesimal, razén de
diferencial, incremento infinitesimal, pendiente, estimacion lineal
tangencial, aproximacién, error, etc.

-Se proponen situaciones donde los estudiantes tengan que generar o
negociar definiciones que intervienen y emergen en el estudio del
diferencial.

Proposiciones

-Se presentan las proposiciones fundamentales del diferencial en forma
clara y se adaptan al nivel educativo al que se dirigen. Por ejemplo: “un
incremento infinitesimal dx en x, produce un incremento infinitesimal
dy en y” (Martinez-Torregrosa et al., 2002).
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-Se proponen situaciones donde los estudiantes tengan que generar o
negociar proposiciones sobre las interpretaciones y sentidos que
atribuyen al diferencial, segun el contexto de uso.

Procedimientos

-Se presentan los procedimientos fundamentales del diferencial en
forma clara y se adaptan al nivel educativo al que se dirigen. Por
ejemplo: “diferencia de la ecuacion™ que consiste en incrementar las
variables x e y en una cantidad infinitamente pequefia dx y dy,
respectivamente (Leibniz), el proceso de paso al limite para plantear la
derivada como el cociente de diferenciales (Cauchy) o el incremento de
la funcidn se puede escribir como una suma de una aplicacion lineal y
homogénea del incremento de x y una funcion & que tiende a cero
cuando Ax tiende a cero) (Fréchet) (Veron, 2020).

Argumentos

-Las proposiciones y procedimientos se explican y argumentan (se
justifican y demuestran) de forma adecuadas segun el nivel educativo a
que se dirigen.

-Se usan representaciones geométricas para apoyar y reforzar las
argumentaciones

-Se promueven situaciones donde el estudiante tenga que argumentar.

Relaciones

-Se identifican y articulan los diversos significados del diferencial
segun los objetos matematicos (problemas, definiciones, proposiciones
etc.) el nivel de generalizacion y formalizacion de los objetos
intervinientes.

-Se proponen situaciones para establecer relaciones entre la diferencial

. d .
con otros conceptos, como derivada ﬁ = f'(x), integral [ dyy
ecuaciones diferenciales.

Procesos

Comunicacién-argumentacion

-Se deberia tener en cuenta la diversidad de procesos
(problematizacion, representacion, definicion, generalizacion,
modelizacion, ...) de los cuales emergen los objetos que intervienen en
las practicas matematicas. Por ejemplo: El proceso de representacion
de los diferenciales mediante expresiones simbolicas como dx, dy, df
y mediante gréficos como la linealizacion de una curva.

Modelizacién

-Se plantean situaciones que permitan al estudiante utilizar modelos
matematicos para representar y comprender relaciones donde
interviene la diferencial. Por ejemplo, problemas de velocidad
instantanea, desintegracion radiactiva, etc (Lopez-Gay et al., 2018).
-Se plantean situaciones en las que la modelizacion es utilizada para
comprender y establecer relaciones en el estudio de diversos
fendmenos que involucran cambios infinitamente pequefios (Leibniz),
o cambios considerados como variables que tiene limite cero (Cuachy),
o al buscar la mejor aproximacion local o estimacion lineal de una
curva en un punto (Fréchet) de diversos fendmenos de estudio
provenientes de las matematicas, la fisica, quimica, biologia, economia
y las ingenierias (L6pez-Gay et al., 2015).

Conceptualizacién
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-Se promueven situaciones donde los estudiantes tengan oportunidad
de describir, explicar, hacer generalizaciones y conjeturas sobre la
diferencial como cantidades de magnitudes infinitamente pequefias
(Diferencial de Leibniz), como una variable que tiene limite cero
(Diferencial de Cauchy), como la mejor aproximacion local de la curva
(Diferencial de Fréchet).

Conflictos
epistémicos

-Se deberia evitar discordancias entre los significados del diferencial
con los correspondientes a la institucion de referencia, por ejemplo, en
las carreras de matematica, fisica, ingenieria y ciencias experimentales.
-Se deberia tener cuidado con la presentacion de los objetos
matematicos relacionados con la diferencial para evitar errores,
contradicciones y ambiguedades.

-Se deberia tener en cuenta que los simbolos y expresiones que
involucran al diferencial varian su significado segun los contextos de
uso y al estar relacionados con otros conceptos como derivada, integral
y ecuaciones diferenciales, es importante dejar en claro cual es el

sentido de su uso. Por ejemplo: dy = f'(x).dx; % = f'(x);

fCe,y)dx + g(x,y)dy = 0; [ f(x)dx; [ df

-Se considera necesario generar instancias de reflexion sobre la
diferencia en la consideracion de los diferenciales como cantidad
infinitamente pequefias o como variables cuyo limite tiende a cero.
-Se considera oportuno propiciar espacios para que los estudiantes
compartan sus interpretaciones y sentidos en relacion a para qué se
usan los diferenciales en la resolucion de las situaciones-problemas.

Idoneidad Cognitiva

Componentes  Indicadores
-Se deberia conseguir que los significados personales de los estudiantes se
relacionen con los significados institucionales pretendidos,

Significados implementados y evaluados (ver, por ejemplo, Ramirez, Ibarra y Pino-
Fan, 2020).

personales

(Aprendizajes)

-La evaluacion de los aprendizajes deberia utilizarse para mejorar el
proceso de instruccion teniendo en cuenta las caracteristicas personales,
los niveles de comprension y competencia que pueden desarrollar los
estudiantes.

Relaciones
(conexiones)

-Se deberia proponer experiencias (situaciones, ejemplos,
explicaciones...) que promuevan un aprendizaje de tipo relacional, de
manera que permitan valorar si el estudiante establece relaciones o
conexiones entre los significados de diferencial, sus sentidos, sus
representaciones y contextos de uso.

-Se plantean situaciones que permiten diferenciar y relacionar la
diferencial con la derivada, el limite, la integral y las ecuaciones
diferenciales. Por ejemplo: velocidad instantanea, calculo de la masa de
una lamina, cambio total de la masa, etc.

Procesos

-Se debe tener en cuenta la competencia del estudiante para implementar
procesos matematicos en relacion al diferencial (modelizacién,
generalizacion, conceptualizacion, resolucion o planteamiento de
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problemas, prueba, representacion, etc.) y metacognitivos (reflexion sobre
los propios procesos de pensamiento matematico).

Conocimientos

-Se analiza que los estudiantes tienen los conocimientos previos y
necesarios para abordar el estudio del diferencial, entre ellos: cantidad,
variable, funcion, pendiente, variacion, acumulacion, entre otros que
dependen de la complejidad ontosemiética del significado parcial del

E;?]Ve'r?sér(]se diferencial que se prete_nde gstudiar. o
cuenta los -El_prof§§or_plan|f|ca s[tugcmr_]es-problgmas (p.e. aproximacion o
MiSMOS estimacion !I,neal, pronostlcg lineal, razon de camk/no, tasas, yel_o,C|dad,
elementos que desmt'egracmn radla_u;tlva, célculo del area d_e un C|_r,culo, variacion,
para la cambio y acumulacu?n to_tlal de Ia_ masa, optimizacion, etc._) que
i doneidad promueven la modelizacién en diversos contex.tos y pe_rmlten'comprender
epistémica) la riqueza de procesos que emergen en el estudio del dlferenCIg!.
-Se utilizan diferentes registros apropiados para la representacion de
informacion, como gréaficos, tablas, ecuaciones, expresiones simbdlicas,
etc.
-Se deberia tener en cuenta en el proceso instruccional las diferencias
individuales de los estudiantes en sus conocimientos previos y estilos de
aprendizaje en el proceso de estudio de la diferencial.
Diferencias -Se inc]uyen act_ividades de ampliaci_c')n, rgfuerzo, contraejemplos,y _
individuales analpglas. Por e~jemplo, plqntgar la discusion sclbre_el.ugo d_e los terr_nln_qs:
cantidad pequefia, cambio infinitamente pequefio, infinitesimal, variacién
infinitesimal, porcidn infinitesimal, aproximacion, estimacion lineal,
error, entre otros, en relacién a los significados del diferencial.
-Se promueve el acceso, el logro y apoyo de todos los estudiantes.
-El proceso de instruccion deberia abordar y clarificar los diferentes
significados del diferencial teniendo en cuenta las dificultades que se
Conflictos presentan segl]n_el contexto de uso, las expresiongs _simbél!cas utilizadas
- y las interconexiones con otros conceptos como limite, derivada,
cognitivos

integrales y ecuaciones diferenciales.
-Se valora el error y la confusién en relacion a las interpretaciones o
sentidos del diferencial como fuente de aprendizaje.

Idoneidad Afectiva

Componente
S

Indicadores

Emociones

En esta componente se valorara que los contenidos estén vinculados con los
problemas sociales o la vida social de los estudiantes, como asi también que
incluyan aspectos motivacionales y que se generen espacios para potenciar
la autoestima evitando el rechazo hacia las matematicas (Castillo, Burgos y
Godino, 2022).

Actitudes

Se valorara si se plantean situaciones que motivan a los estudiantes en la
participacion de las actividades, en favorecer la argumentacion en
situaciones de igualdad y fomentar una actitud de flexibilidad hacia la
exploracion de ideas y caminos de resolucion de problemas

Creencias

Se valora las creencias sobre las matematicas, su ensefianza y aprendizaje,
como asi también las creencias en torno a la formacidn profesores, fisicos e
ingenieros en relacion al calculo.
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Valores

Se valorara los sistemas de valores que ayudan a motivar las decisiones.

Idoneidad Interaccional

Componentes

Indicadores

Interacciones
docente-
estudiantes

Se valora si las configuraciones didacticas planificadas posibilitan una
presentacion clara, ordenada y adecuada de los conceptos claves en
relacion al diferencial. Ademas, si se propicia situaciones-problemas que
permitan establecer relaciones con los otros conceptos del calculo, como el
limite, derivada e integral, de manera que se empleen recursos retoricos y
argumentativos para reconocer y resolver potenciales conflictos de
significados del diferencial.

Interacciones
entre
estudiantes

Las configuraciones didacticas planificadas deberian contemplar momentos
de didlogo, comunicacion y debate entre los estudiantes, y generar
situaciones donde los estudiantes tengan que convencer a sus pares sobre la
validez de sus afirmaciones y conjeturas empleando argumentos
matematicos.

Autonomia

Se valora si las situaciones-problemas contemplan momentos donde los
estudiantes tengan que asumir la responsabilidad del estudio desarrollando
una autonomia para enfrentarse a diferentes y nuevos problemas.

Evaluacion
formativa

Se considera la evaluacion continua a lo largo de todo el desarrollo de la
trayectoria didactica y no unicamente al final ya que la progresion en el
aprendizaje tiene lugar en la medida que el estudiante se apropia de los
diversos significados, reconoce y comprende la trama de objetos
matematicos implicados en ellos (Godino y Burgos, 2020). Por tales
motivos, se considera estas practicas personales como indicadores
explicitos para que el profesor pueda valorar las relaciones de los
estudiantes con los objetos.

Se tendrd mayor idoneidad interaccional si se consideran formatos de
interaccion de tipo dialdgica y colaborativas, sobre las de tipo magistral e
individual (Godino, Font, Wilhelmi y De Castro, 2009).

Idoneidad Mediacional

Componentes  Indicadores
Se valora el uso de diferentes tipos de recursos manipulativos,
audiovisuales e informaticos que permitan generar buenas situaciones-
problemas que potencien el desarrollo de la competencia matematica de
Recursos los estudiantes. Los recursos tecnolégicos, como calculadoras, sistemas de
materiales calculo algebraico simbélico, software de geometria dinamica,

(manipulativos
, audiovisuales
e

informaticos)

graficadores, hojas de calculo, applets y dispositivos de presentacién
interactiva, tienen un gran peso en la ensefianza del célculo diferencial
(Garcés-Cérdova y Font, 2022), ya que permiten, entre otras cuestiones,
estudiar modelos concretos y potenciar la visualizacion. Sin embargo, Hitt
(2014), advierte que el uso de herramientas tecnoldgicas no debe ser
destinado exclusivamente a graficar funciones, ya que se pierde la riqueza
que éstas aportan a los procesos de modelacién matematica. Se destaca
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también la importancia y el impacto educativo mediante la manipulacion
de objetos fisicos y su articulacion con entornos tecnolégicos (Hitt, 2014).

Ls condiciones del aula y la distribucion de los estudiantes deben ser

g;g?éﬁgreess a(_jecuadgs para IIe\(ar a cabo el proceso instruccional del estudio del
diferencial pretendido.
resulta importante valorar si la distribucion del tiempo es idonea en
Tiempo de relacion a'la _organizacién de los momeptos de ens_eﬁanza, las exp_eriencias
o de aprendizajes, los momentos de trabajo presencial y no presencial, y la
ensefianza y

aprendizaje

dedicacion a los contenidos segun su dificultad para los estudiantes. Se
recomienda dedicar tiempo de discusion al fendmeno fisico mediante la
modelizacién sin limitarla a aspectos netamente algebraicos (Hitt, 2014).

Idoneidad Ecolodgica

Componentes

Indicadores

Adaptacion al
curriculo

Se valora en qué medida la propuesta de ensefianza se corresponde con
los disefios curriculares, ya sean profesores de matematicas o fisica,
licenciados en matematicas, ingenieros, economistas, etc.

Se valora si se tienen en cuenta los resultados de las investigaciones en

Apertura hacia la didactica del célculo y el uso de las nuevas tecnologias ya que existe

innovacion una tendencia actual en la ensefianza del calculo donde los recursos
didactica tecnoldgicos ocupan un lugar importante en la clase de matematicas
(Hitt, 2017).
. Se valora si la propuesta de estudio del diferencial contribuye a la

Adaptacion - : . : A

. formacion socio-profesional de los estudiantes. Es decir, si esta
socio- : X . : : : .

: orientada hacia el estudio del diferencial en el contexto de la ingenieria

profesional y ) X
cultura 0 si se adapta al campo profesional de un futuro profesor de

matematicas o fisica, segln la carrera.

Educacion en
valores

La propuesta de ensefianza deberia evitar la trasmision de estereotipos,
elementos racistas, sexistas, discriminatorios, etc. Tendria que fomentar
los valores democréaticos como el respecto por la diversidad, la
tolerancia, la cooperacion, el respecto por las ideas de sus pares, y el
pensamiento critico.

Conexiones intra
e
interdisciplinares

Se valora si la propuesta didactica permite establecer relaciones entre la
diferencial con los conceptos de cantidad, variable, funcién, limite,
derivada, integrales y ecuaciones diferencial. Ademas, valora las
conexiones con los conceptos de razon de cambio, tasa de variacion,
velocidad, aceleracion, densidad variable, cambio total de un variable,
costo marginal, entre otros temas de las ingenierias y las ciencias
experimentales.
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